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PRATARMĖ 


Nereikia nè klausti — kiekvienas yra 
skaitęs pasakų. Prisiminkime bent vieną iš 
jų, pavyzdžiui, Kazio Sajos „Ei, slėpkitės!“ 
(Kam pasaka, o kam teisybė, arba dviejų 
dalių apysaka su pagražinimais, Vilnius, 
Vaga, 1971.) Jau pradžioje sužinome, kad 
rašoma apie Rasutę, jos broliuką Giedrių 
ir dar kai kuriuos kitus vaikus. Tai viena. 
Be vaikų, pasakoje veikia kačiukai, šuniu- 
kai, o taip pat nykštukai — peldai: Lėpu- 
tis, Miglius, Alis, Šiurpė, Vai-Vai ir kt. 
Nurodyta, ką kiekvienas iš jų daro: Lėpu- 
tis — dažniausiai. išdykauja;  Siurpė — 
mokslininkas, moka paukščių ir Žvėrelių 
kalbas ir pan. Na o toliau aprašomi jų 
nuotykiai, kuriuose kiekvienas daro tą, kas 
įam pradžioje leista: Siurpė, rašo pareiški- 
mą, sugalvoja, ką daryti, Kad. jis“ neper- 
šlapių ir raidės nesusilietų, kalbasi su mo- 
liuskais ir pan. Ir viskas taip įdomu, kad 
skaitai ir negalvoji, ar iš tikrųjų tokie 
nykštukai yra, ar jie ir žvėreliai kalba, 
ar... Tai visai nesvarbu. Svarbu, kad tos 
savybės, kurios „priskirtos“ pasakos veikė- 
jams, yra, be abejo, „nužiūrėtos“ iš gyve- 
nimo, o čia matome, ko iš veikėjų su to- 
kiomis savybėmis galima tikėtis. Ir jeigu 
Lėputis, mėgdamas paišdykauti, pridaro 
draugams nykštukams nemalonumų, tai 
argi reikia aiškinti, kad to paties galima 
tikėtis ir iš išdykėlio berniuko. 


Panašiai yra ir kitose pasakose. 

Sakoma, kad matematika — irgi poezi- 
ja. O argi ne taip? Žvilgterkime į vieną iš 
matematikos šakų — geometriją. 

Geometrijoje (kad ir mokykliniame kur- 
se) pradžioje taip pat išvardijami ,veikė- 
jai“, tik jų vardai senoviški ir, gal būt, ne 
tokie įdomūs: taškas, tiesė, plokštuma 
ir pan. Nurodomos kai kurios tų „veikė- 
jų“ savybės (pavyzdžiui, tiesė yra begali- 
nė; per du taškus galima išvesti tiesę 
ir t. t.). Po to nagrinėjama, ką dar galima 
sužinoti apie taškas, tieses, plokštumas 
ir t. t. Minėtos savybės taip pat „nužiūrė- 
tos“ iš mus supančios aplinkos. Skirtumas 
gal tik tas, kad tos savybės aplinkoje yra 
giliau „pasislėpusios“, ne taip lengvai pa- 
stebimos, taigi šia prasme ne tokios kas- 
dieniškos, šventiškesnės. Todėl, skaitant 
tokias „pasakas“, kaip „Geometrijos“, ten- 
ka labiau pasitempti. Be to, reikia kai ku- 
rių matematinių žinių. Todėl šią knygelę 
skirsime vyresniųjų klasių, pradedant aš- 
tuntąja, moksleiviams. 

Sioje knygelėje, apžvelgus Euklido geo- 
metriją (VII—VIII kl. geometrijos kursą), 
parodoma, kad galimos ir kitos geometri- 
jos, kurios taip pat atspindi mus supančio 
pasaulio savybes, pateikiami kai kurie to- 
se geometrijose gaunami rezultatai. Nau- 
josios geometrijos neprieštarauja Euklido 
geometrijai, bet ją tam tikra prasme pa- 
pildo, patikslina. 

Autorius 


§ 1. GEOMETRIJOS SANDARA 


Teoremos ir aksiomos. Kiekvienas, išgirdęs minint geo- 
metriją, pirmiausia prisimena, kad joje įrodinėjamos teo- 
remos: juk teoremos ir jų įrodymai sudaro pagrindinę dalį 
mokyklinio geometrijos kurso, kuris dažnai vadinamas 
elementarine geometrija. 

Prisiminsime bent vieną teoremą, pavyzdžiui, šitokią. 

Teorema. Lygiagretainio įstrižainė dalija jį į du lygius 
trikampius (94 psl.) *. 


D 


1 brėž. A B 


Duotas lygiagretainis ABDC (AB|| CD, AC || BD; 
1 brėž.). Parinkus įstrižainę BC, tvirtinama, kad A CAB = 
= A BDC. 

Į tokį tvirtinimą galime reaguoti dvejopai: 

1) patikėti, kad iš tikrųjų taip ir yra, arba 

2) pabandyti kokiu nors būdu įsitikinti, ar iš tikrųjų 
taip yra. 

Įtikinimui minėtoje knygoje pateiktas įrodymas 
(94 psl.). Panagrinėkime jj. 

CB — bendra tų trikampių kraštinė; < ABC= < BCD, 
nes jie yra vidaus priešiniai kampai, sudaryti lygiagrečių 
AB ir CD ir kirstinės CB; < ACB= Z CBD, nes jie taip 


—— 


* Si teorema, o taip pat kita cituojama medžiaga, paimta iš mo- 
kyklinio vadovėlio: N. Nikitinas, Geometrija VII—VIII klasei, 
Kaunas, Sviesa, 1972. 
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pat yra vidaus priešiniai kampai, sudaryti lygiagrečių AC 
ir BD ir kirstinės CB. 

Taigi, įrodant remiamasi tokiu tvirtinimu: jeigu dvi ly- 
giagrečias tieses kerta trečioji tiesė, tai vidaus priešiniai 
kampai yra lygūs. 

Į šį tvirtinimą vėl galime reaguoti dvejopai: patikėti, 
kad iš tikrųjų taip yra, arba įrodyti. 

Minėtoje knygoje randame ir pastarojo teiginio įrody- 
mą. Tačiau įrodant vėl reikia remtis šitokiu tvirtinimu: 
per tašką, esantį šalia duotosios tiesės, galima išvesti tik 
vieną tiesę, lygiagrečią tai tiesei. 

Šituo galime patikėti be įrodymo (taip padaryta minė- 
tos knygos 81 psl.), arba bandyti įrodyti. 

Sutikę, kad taip yra, žengiame toliau. 

Iš čia ACAB=A BDC. 

Tokia išvada daroma, remiantis antruoju trikampių ly- 
gybės požymiu, kuris vėlgi įrodytas dar arčiau. Jau, tur 
būt, aišku, kad, įrodant šią teoremą, vėl teks kažkuo rem- 
tis, o knygą vis versti atgal. Tačiau be galo knygą versti 
atgal negalime, todėl kurioje nors vietoje būtinai turės 
būti tokie tvirtinimai, kurie jau neįrodinėjami (vieną iš 
tokių tvirtinimų jau radome 81 psl.). Šitokie tvirtinimai 
vadinami aksiomomis. 

Jeigu knygos atgal nebegalime versti, tai dar lieka 
galimybė įrodymo ieškoti kitoje knygoje. Aišku, iš esmės 
tai nieko nepakeičia: knygų kažin kiek irgi neprisirink- 
sime. 

Pastebėsime iš karto (apie tai dar pakalbėsime ir vė- 
liau), kad aksiomose pateikiami tvirtinimai neįrodinėjami 
ne todėl, kad jie yra akivaizdūs, o todėl, kad to padaryti 
negalima: norint įrodyti vieną tvirtinimą, „tektų remtis 
kitu (arba kitais), o tai reikštų, kad vieną aksiomą pa- 
keičiame kita. 

Apibrėžimai ir pagrindiniai objektai. Teoremose nagri- 
nėjamos įvairių geometrinių figūrų savybės. Pavyzdžiui, 
aukščiau pateiktoje teoremoje išaiškinta viena lygiagre- 
tainio savybė. 

Tačiau, norint apie tai kalbėti, reikia žinoti, kas yra 
lygiagretainis. Tai nurodo apibrėžimas: keturkampis, ku- 
rio priešingosios kraštinės yra lygiagrečios, vadinamas 
lygiagretainiu (94 psl.). 

Norint suprasti šį apibrėžimą, raikia žinoti daugiakam- 
pio apibrėžimą (42 psl.) ir lygiagrečių atkarpų apibrėži- 
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mą (75 psl.). Norint suprasti daugiakampio apibrėžimą, 
reikia žinoti laužtinės ir uždaros laužtinės apibrėžimus 
(9 psl.), o jiems suprasti — atkarpos apibrėžimą (8 psl.), 
ir t. t. 

Taigi vieni geometriniai dariniai (geometrinės ligū- 
ros) apibrėžiami, remiantis kitais, ir, norint suprasti api- 
brėžimą, vėl tenka versti knygą vis atgal. Todėl aišku, kad 
ne visi geometriniai dariniai gali būti apibrėžti — kai ku- 
rie iš jų neapibrėžiami; juos vadinsime pagrindiniais ob- 
jektais. Tokiais objektais paprastai laikomi taškas, tiesė 
ir plokšiuma. Tiesa, pateikiami kai kurie paaiškinimai, kaip 
galima įsivaizduoti tašką, tiesę ir plokštumą, bet įrody- 
muose tuo nesinaudojama. 

Pagrindiniai objektai ir aksiomos. Pagrindiniai objek- 
tai paprastai tarpusavyje yra susieti, pavyzdžiui, taškas 
yra tiesėje, tiesė eina per tašką, tiesė yra plokštumoje 
ir pan. Aišku, kad, neapibrėžus pagrindinių objektų, nega- 
lima apibrėžti (konkrečiai nusakyti) ir minėtųjų (o taip 
pat ir kitų) sąryšių tarp pagrindinių objektų. Todėl geo- 
metrijoje ir yra nurodomos tik kai kurios tų sąryšių savy- 
bės. Kokios tos savybės, ir nurodo aksiomos. 

Iliustruosime tai pavyzdžiu. 

Jeigu taškas A yra tiesėje a, tai tuo pačiu metu tiesė a 
eina per tašką A, taigi „taškas yra tiesėje“ ir „tiesė eina 
per tašką“ reiškia vieną ir tą patį ryšį tarp taško ir tiesės. 
Norėdami suvienodinti, šį ryšį išreikšime vienu žodžiu 
„priklauso“. Vietoj „taškas yra tiesėje“ sakysime „taškas 
priklauso tiesei“, vietoj „tiesė eina per tašką“ — „tiesė pri- 
klauso taškui“. Žodžiui „priklauso“ tokiu atveju jokio kito 
turinio nepriskiriame, išskyrus tik tą, kurį nusako aksio- 
mos. O šiuo žodžiu reiškiamo sąryšio tarp taškų ir tiesių 
savybėms nurodyti paprastai imamos šitokios aksiomos: 

l. Per bet kuriuos du taškus galima nubrėžti tiesę. 

Kitaip sakant, egzistuoja tiesė, kuri eina per kiekvieną 
iš bet kurių dviejų taškų, arba egzistuoja tiesė, priklau- 
santi kiekvienam iš bet kurių dviejų taškų. 

2. Per du taškus galima nubrėžti ne daugiau kaip vie- 
ną tiesę, kitaip sakant, dviem taškams priklauso ne dau- 
giau kaip viena tiesė. 

3. Kiekvienai tiesei priklauso (kiekvienoje tiesėje yra) 
mažiausiai du taškai. 

Esame įpratę, kad tiesėje yra be galo daug taškų. Čia 
gi tereikalaujama, kad tiesėje būtų du taškai. Daugiau 
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taškų joje gali būti, gali ir nebūti — nesvarbu. Svarbu 
tai, kad atitinkamai tiesių ir taškų tarpusavio priklauso- 
mumo savybei išreikšti užtenka ir dviejų taškų kiekvie- 
noje tiesėje. Beje, norint kalbėti apie kitokius ryšius (apie 
tai bus vėliau), jau reikia, kad tiesėje būtų daugiau kaip 
du taškai. 

Šios aksiomos bus naudingos tik tuomet, kai turėsime 
ir taškų, ir tiesių. Dėl to pridedama dar ir šitokia aksioma. 

4. Egzistuoja mažiausiai trys taškai, kurie nepriklauso 
vienai tiesei (nėra vienoje tiesėje). 

Taigi taškų jau turime, Iš šių aksiomų išplaukia, kad 
egzistuoja mažiausiai trys tiesės. Šis tvirtinimas yra teo- 
rema (nors ir nesudėtinga), įrodoma, remiantis aukščiau 
formuluotomis aksiomomis. 

Geometrijos sandara. Iš to, ką nagrinėjome, matome, 
kad geometrijoje: 

a) išvardijami pagrindiniai objektai (taškas, tiesė. 
plokštuma) ir ryšiai tarp jų (priklauso ir kt.); 

b) formuluojamos aksiomos; 

c) pateikiami apibrėžimai, įrodinėjamos teoremos. 

Kiekvienas, be abejo, žino nemaža apibrėžimų, teore- 
mų ir jų įrodymų, todėl! šioje knygelėje nesistengsime įro- 
dyti daug teoremų; detaliau apžvelgsime aksiomas. 

Kam to reikia? Jau minėjome, kad geometrijoje konkre- 
čiai nepasakoma, kas gi tie pagrindiniai objektai, o patei- 
kiami tik jų pavadinimai. Nenusakomi konkrečiai ir pa- 
grindinių objektų sąryšiai; aksiomomis nurodomos tik kai 
kurios tų sąryšių savybės. Po to įrodinėjamos teoremos. 
O kam šito reikia? Kokia prasmė nagrinėti „nežinia ką“? 
Gal visa tai — tik žodžių žaismas? Pagaliau, iš kur galime 
žinoti, kokias aksiomas (kokius pradinius reikalavimus) 
imti? 

Kad bent iš dalies atsakytume į šiuos klausimus, ap- 
žvelkime anksčiau pateiktąsias 1—4 aksiomas. 

Pagrindiniai objektai nėra konkrečiai parinkti. Parin- 
kime juos patys. Pavyzdžiui, turime tris trintukus: pilką, 
mėlyną ir raudoną. Kiekvieną iš jų pavadinkime „tašku“. 
Taigi. turime tris „taškus“: 1) „pilkas trintukas“, 2) „mė- 
lynas trintukas“, 3) „raudonas trintukas“. „Tiese“ pava- 
dinkime bet kurią tų trintukų porą. Gausime tris „tieses“: 
1) „pilkas trintukas, mėlynas trintukas“, 2) „mėlynas trin- 
tukas, raudonas trintukas“, 3) „raudonas trintukas, pilkas 
trintukas“. 


Turėdami konkrečius objektus, jau galime imti ir kon- 
krečius ryšius tarp jų. Pavyzdžiui, ryšį „priklauso“ supra- 
sime taip: pirmas „taškas“ priklauso pirmai ir trečiai „tie- 
sėms“; pirma „tiesė“ priklauso pirmam ir antram „taš- 
kams“ ir pan. 

Nesunku patikrinti, kad taip parinktas ryšys tarp turi- 
mų objektų tenkina 1—4 aksiomose keliamus reikalavimus. 
Atkreipsime dėmesį į tai, kad „tiese“ pavadinome tiesiog 
trintukų porą, visai nekreipdami dėmesio į jų išsidėstymą. 
Todėl netgi tuo atveju, kai trintukai bus išsidėstę, kaip 
parodyta 2 brėžinyje, jie vis tiek nebus vienoje „tiesėje“: 


2 brėž. 


juk „tiese“ pavadinome trintukų porą, o trys trintukai nie- 
kuomet nepriklausys vienai porai. 

Kadangi tenkinami 1—4 aksiomų reikalavimai, o teo- 
remos įrodinėjamos, remiantis tik aksiomomis, tai anksčiau 
nustatytas konkretus ryšys tiks ir teoremoms. Pavyzdžiui, 
teisinga tai, kad egzistuoja ne mažiau kaip trys tiesės. 
Taigi gautą iš minėtų aksiomų teoriją (geometriją) galė- 
sime panaudoti šiuo konkrečiu atveju. 

Galime imti ir kitą konkretų atvejį, pavyzdžiui, vietoj 
trijų trintukų — keturis ir pan. 

Panagrinėkime dar šitokį atvejį. Tašku* pavadinkime 
nustatyta tvarka paimtų bet kurių skaičių porą (x; y)**, 
pavyzdžiui, (2; —5), (0; 3), e 0) ir t. t. Taškai (m; n) 


ir (n; m), jei mn, yra skirtingi. 


* Žodžius „taškas“, „tiesė“ čia irgi vartosime gal kiek nejprasta 
prasme, bet jų } kabutes jau neimsime. 


** Sitą reikia skirti nuo stačiakampių Dekarto koordinačių. Api- 
brėždami jas, imame plokštumos tašką ir randame du skaičius x ir y. 
Čia taško (įprasta prasme) neturime — iš karto imame du skaičius ir 
jų porą pavadiname tašku. 


Tiese pavadinkime nustatyta tvarka paimtų skaičių tre- 
jetą (a; b; c), jei a ir b vienu metu nelygūs nuliui. Jei 
(a, b, c) — tiesė, tai sakysime, kad (àa, àb, Ac) (A5£0) 
yra ta pati tiesė. Tuo būdu, (1; 2; —3) — tiesė, (2; 4; 
—6) — vėl ta pati tiesė, (2; 0; 3) — jau kita tiesė, o tre- 
jetas (0; 0; 3) nėra tiesė. 

Ryšį, išreiškiamą žodžiu „priklauso“, apibrėšime ši- 
taip: taškas (x; y) priklauso tiesei (a; b, c) Įtuo pačiu 
tiesė (a; b; c) priklauso taškui (x; y)] tada ir tik tada, 
kai 

ax+by+c=0. (1) 


Pavyzdžiui, turime taškus (5; —2), (1;2) ir tiesę (2; 
3; —4). Kadangi 2-5+3-(—2)+(—4)=0, tai pirmasis 
taškas priklauso duotai tiesei; kadangi 2-14+3-2+(—4) Æ 
>+0, tai antrasis taškas duotai tiesei nepriklauso. 

Patikrinsime, ar tenkinamos 1—4 aksiomos. 

1. Kad egzistuotų tiesė, priklausanti abiem taškams 
(xi; y) ir (xa; y2), turi egzistuoti tokie skaičiai a, b, c, 
jo 

: axı +byı+c=0, 
(2) 
axı +by+c=0; 


be to, a ir b vienu metu nelygūs nuliui. 
Iš pirmosios lygties panariui atėmę antrąją, gauname: 


a (xı — X2) +b(y1—y2) =0. (3) 
. = y. — 92 s màje— 
Jei xı—x%2:40, tai &4=— TERNA b. Pažymėję y, TA 


gauname: 
a= —À(yı— Yo), 


b=A(X1— x2); 


(4) 


>. — bet koks- skaičius. 

Jei xı—x2=0, tai yı— 420 (priešingu atveju turėsime 
tik vieną tašką), todėl b =0, o a — bet koks skaičius. Leng- 
va pastebėti, kad ir šiuo atveju a ir b galime gauti iš (4) 
formulių. 

Tuo būdu, (3) lygties sprendiniai visada gali būti iš- 
reikšti (4) formulėmis, kuriose A — bet koks skaičius. 


Iš (2) sistemos pirmosios lygties lengvai randame, kad 
c= —À(Xiy2— X41). (5) 


Lengva patikrinti, kad a, b, c reikšmės, gautos iš (4), 
(5) lygybių, tenkina ir (2) sistemos antrąją lygtį. 

Vadinasi, (2) sistema visada turi sprendinį (—A(y1— 
— y2); A(X1—X2); —AÀ (X2 —X241)) (A — bet koks skaičius). 

Jeigu tik imsime A“ O, tai bent vienas iš pirmųjų dvie- 
jų skaičių bus nelygus nuliui, todėl užrašytasis skaičių 
trejetas yra tiesė. Vadinasi, egzistuoja tiesė, priklausanti 
kiekvienam iš dviejų taškų,— pirmosios aksiomos reika- 
lavimas išpildytas. 

2. Kadangi trejetas (—A(Yı— Y2); A (xı — x2); — A (X1Yy2— 
—X241)), esant skirtingiems A20, nustato tą pačią tiesę, 
tai tenkinama ir antroji aksioma. 

3. Imkime bet kokią tiesę (a; b; c). Taškas (x; y) pri- 
klauso šiai tiesei, jei tenkinama (1) sąlyga. 

Jei 6540, tai, bet kaip parinkę x reikšmę, gauname, kad 
y= - Z, taigi duotai tiesei priklauso ne tiktai du taš- 
kai, bet be galo daug taškų. 


, . S cee £ 
Jei b=0, tai a0; iš (1) lygties randame, kad x= -7% > 


o y — bet koks skaičius. Vadinasi, ir šiuo atveju tiesei pri- 
klauso be galo daug tašky. 

Trečiosios aksiomos reikalavimas išpildytas. 

4. Taškams (1,0) ir (0,1) pagal (4) ir (5) priklauso 
tiesė (A,A, —A). Taškas (0,0) šiai tiesei nepriklauso, to- 
dėl egzistuoja trys taškai, nepriklausantys vienai tiesei. 
Išpildytas ir ketvirtosios aksiomos reikalavimas. 

Iš šių pavyzdžių matome, kaip naudinga būtent tai, jog 
konkrečiai nepasakoma, kas gi tie pagrindiniai objektai ir 
ryšiai: tą pačią teoriją galima maudoti įvairiais konkre- 
čiais atvejais! 

Tačiau, naudodamiesi tik 1—4 aksiomomis, vargu ar 
daug ką galėtume įrodyti. Ar galima dar ką pasakyti apie 
minėtųjų trijų taškų ir trijų tiesių tarpusavio priklauso- 
mumą? Aišku, ką nors daugiau tvirtinti negalime ne todėl, 
kad per mažai turime taškų ir tiesių (jų, kaip matėme, ga- 
lime imti ir daugiau). Nepriklausomai nuo taškų ir tiesių 
skaičiaus iš aksiomų (tik jomis remiamės įrodymuose) 
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gausime tas pačias išvadas. Taigi per mažai turime ryšių 
tarp pagrindinių objektų, o tuo pačiu per mažai ir aksiomų. 

Vadinasi, prie klausimo „Iš kur imti aksiomas?“ pri- 
sideda klausimas „Kiek aksiomų reikia imti?“ Atsakymai — 
trupučiuką vėliau. 


$ 2. APIE PAGRINDINIUS OBJEKTUS 


Jau minėjome, kad pagrindiniams objektams, kuriuos 
vadiname taškais, tiesėmis, plokštumomis, geometrijoje ne- 
suteikiama jokio konkretaus turinio. Ir vis dėlto, jau iš 
pačių žodžių „taškas“, „tiesė“, „plokštuma“, kuriuos daž- 
nai naudojame ir kasdieninėje kalboje, matome, kad pa- 
grindiniams objektams galima sutaikti ir konkretų turinį. 
Iš tikrųjų taip ir yra, Tačiau dažniausiai konkretus turinys 
suteikiamas tik vaizdumo dėlei; tiesa, tuo pačiu parodoma 
ir viena iš galimų kuriamos teorijos taikymo sričių. Pa- 
grindiniam tikslui — teoremoms įrodyti — šis konkretus 
turinys nereikalingas, todėl, kalbant apie geometrijos san- 
darą, jis ir nepaminėtas. 

Dabar aptarsime, kokia konkreti prasmė dažniausiai 
suteikiama pagrindiniams objektams. 

Taškas. Sakoma: „Tašku sąlyginai galime laikyti vaiz- 
dą, kurį gausime popieriaus lape, paspaudę jį nusmailintu 
pieštuku. Vadinasi, tašką galime įsivaizduoti atskirai nuo 
linijos, jeigu nekreipiame dėmesio į gaunamo vaizdo dydį“ 
(6 psl.). O kiek „taškų“ dedame ir atbukusiu pieštuku! 
Kodėl taip yra? Pabandysime išsiaiškinti. 

Paimkime kokį nors rutuliuką (pavyzdžiui, stalo teni- 
so kamuoliuką), po to du, tris kartus mažesnio skersmens 
rutuliuką. Tūkstantį kartų mažesnio skersmens rutuliuką, 
tur būt, bus patogiau tik įsivaizduoti. O jeigu įsivaizduo- 
sime tokį mažą rutuliuką, kurio negalime matyti pro jokį 
šiuolaikinį mikroskopą? Ar tai jau bus taškas? Ir ne,... ir 
taip. Pačioje geometrijoje — ne, nes geometrijoje taškas — 
tai ne koks nors konkretus daiktas, o tik žodis, kuriam 
konkretus turinys nesuteikiamas. Suteikdami žodžiui „taš- 
kas“ konkretų turinį, galime sakyti, kad rutuliukas (pana- 
šiai kaip $ 1 trintukas) yra taškas, bet tokiu atveju turė- 
sime jau ne pačią geometriją, o geometrijos taikymą kon- 
krečiam atvejui. 
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Iš šių paaiškinimų matome, kad taško sąvoka geomet- 
rijoje atsirado, dažnai susiduriant su konkrečiais labai 
mažais daiktais — rutuliukais ir pan. Į vaizdo dydį galime 
nekreipti dėmesio, nes nagrinėjamais atvejais iis nevaidi- 
na jokio vaidmens. Prisiminkime kad ir $ I pateiktus pa- 
vvzdžius. Ryšiui, išreiškiamam žodžiu „priklauso“, trin- 
tukų dydis, forma ir pan. neturi esminės įtakos, taigi 
galime imti įvairių dydžių, įvairių formų trintukus (ir įvai- 
rių spalvų — spalvos buvo nurodytos tik tam, kad pato- 
giau būtų išvardyti „taškus“ ir „tieses“). Pagaliau matė- 
me, kad tašku galime laikyti nustatyta tvarka užrašytų 
skaičių porą (x, y), o kalbėti apie tokio taško didumą ap- 
skritai jokios nėra prasmės. 


4 


3 brež. 


Tiesė. Tarkime, kad popieriuje nubrėžta linija. Tiesi 
ji ar ne? Kaip tuo įsitikinti? Galime pridėti liniuotę ir 
palyginti su liniuotės kraštu (labai dažnai taip ir daroma). 
Bet vėlgi klausimas: o liniuotė ar tiesi? Kiekvienam, tur 
būt, teko matyti, kad liniuotės tiesumas tikrinamas taip, 
kaip parodyta 3 brėžinyje, t. y. jos kraštas lyginamas su 
šviesos spinduliu. 

Dar sakoma, kad tiesę galima pavaizduoti stipriai 
įtemptu siūlu. Bet ar mūsų siūlas įtemptas? Tai irgi tik- 


1-1 


4 brėž. 5 brėž. 


riname panašiai kaip liniuotės tiesumą, t. y. siūlą lygina- 
me su šviesos spinduliu. Vadinasi, tiesės vaizdas yra švie- 
sos spindulys. Sį paaiškinimą reikia patikslinti, nes neži- 
nia, kaip įsivaizduoti tą „vieną šviesos spindulį“? 
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Tarkime, kad nedidelio šaltinio šviesą leidžiame pro 
mažą angelę (4 brėž.). Gauname siaurą šviesos spindulių 
pluoštelį. Įsivaizduokime, kad angelė ir šviesos šaltinis 
mažėja“. Tuomet pro ją praeinantis pluoštelis vis siaurės, 
bet niekad netaps „vienu spinduliu“. Taigi praktiškai tie- 
sės vaizdas bus šitaip įsivaizduojamas labai siauras švie- 
sos spindulių pluoštelis. 

Plokštuma. Plokštumą įsivaizduojame kaip stalo ar 
veidrodžio paviršių. Taip pat plokštumos vaizdą sudarys 
ir pluoštas šviesos spindulių, sklindančių iš labai mažo 
šviesos šaltinio pro labai siaurą tiesų plyšį (5 brėž.). 


$ 3. APIE AKSIOMŲ PARINKIMĄ 


Iš kur gauti aksiomų? Geometrijai sukurti reikalingi 
pradiniai be įrodymo priimami tvirtinimai, vadinami ak- 
siomomis. Turėdami juos ir remdamiesi loginiais sampro- 
tavimais, galime įrodinėti teoremas. Geometrijoje pagrin- 
diniai objektai yra taškas, tiesė ir plokštuma, todėl kiek- 
viena aksioma turi išreikšti tų objektų savybes. Kadangi 
taško, tiesės ir plokštumos sąvokos atsirado iš realių ob- 
jektų: mažų rutuliukų, plyšių, siaurų šviesos spindulių 
pluoštelių ir pan., tai ir aksiomos turi išreikšti tų realių 
objektų savybes. Tačiau kokias mažų rutuliukų, šviesos 
spindulių savybes reikia imti aksiomomis? Aišku, tokias, 
kurias patvirtino ilgametė patirtis, tiksliau sakant, kurios 
bent šiuo metu atrodo labiausiai patikimos. Vėliau maty- 
sime, kad praktiškai absoliučiai tiksliai patvirtinti kurio 
nors teiginio neįmanoma. Pavyzdžiui, aksiomomis laikomos 
šitokios savybės: 

l. Per bet kuriuos du taškus galima išvesti tiesę. 

2. Per du duotus taškus negalima išvesti dviejų skir- 
tingų tiesių. ; 

3. Dvi atkarpos, lygios trečiajai, yra lygios ir tarpu- 
savyje ir t. t. 

Laikydami tokius teiginius aksiomomis ir jais remda- 
miesi, galime įrodinėti teoremas. Iš karto atkreipsime dė- 


* Taip vaizduodamiesi, turime „pamiršti“ kai kuriuos realaus švie- 
sos spindulio sklidimo pro labai mažas angeles ypatumus, būtent spin- 
dulio užlinkimą dėl difrakcijos. Mes tariame, kad angelės mažinimas 
nepakeičia spindulių kelio. 
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mesį į tai, kad, įrodinėjant teoremas, draudžiama remtis 
netgi labai akivaizdžiais teiginiais, jeigu jų nėra aksiomų 
sąraše ir jie neįrodyti. 

Tuo būdu, geometrai daro maždaug šitaip: kai kurias 
praktikoje pastebėtas juos supančių objektų savybes „pri- 
skiria“ abstraktiems objektams, t y. taškams, tiesėms, 
plokštumoms, ir jas pavadina aksiomomis; o naujas savy- 
bes atskleidžia jau ne bandymų, o loginių samprotavimų 
keliu. Šis būdas naujoms savybėms atskleisti yra labai 
eiektyvus, dažnai gaunami tokie rezultatai, kuriuos prak- 
tinėje veikloje būtų sunku iš anksto net numatyti. 

Aksiomų neturi būti per daug. Aišku, kad be jau minė- 
tųjų, yra ir daugiau teiginių, kurių teisingumu, regis, ne- 
abejojame. Pavyzdžiui, atrodo savaime aišku, kad per duo- 
tąjį tašką, esantį duotoje tiesėje, galima išvesti tiktai vieną 
jai statmeną tiesę, tačiau šis teiginys jau nelaikomas ak- 
sioma — įrodomas (24 psl.), remiantis anksčiau priimto- 
mis aksiomomis. Kitaip sakant, stengiamasi parinkti kiek 
galima mažiau aksiomų. Jeigu, parinkę kokiu nors būdu 
aksiomas, pastebėsime, kad kurią nors iš jų galima įrodyti, 
remiantis likusiomis, tai ją reikės išbraukti iš aksiomų 
sąrašo. Tai — jau teorema! 

Pastebėsime, kad mokykliniame kurse aksiomų sąrašas 
nepateikiamas: kad būtų Jengviau, leidžiama naudotis di- 
desniu neįrodinėjamų teiginių skaičiumi (griežtai dėsto- 
moje geometrijoje jų būtų mažiau), o dažnai ir tuo, kas 
išplaukia iš konkretaus pagrindinių objektų vaizdavimo, 
t. y. iš brėžinio. Tuo pačiu tikslu, o taip pat dėl vietos 
stokos ne viską griežtai įrodinėsime ir šioje knygelėje. 
Tačiau pateiksime Euklido geometrijos (ji ir praeinama 
vidurinės mokyklos kurse) aksiomų sąrašą ir aptarsime, 
nors ir neįrodydami, kokius pagrindinius teiginius galime 
gauti iš tų aksiomų. 

Aksiomų neturi būti per mažai. Jau minėjome, kad, pa- 
rinkę keturias $ 1 nurodytas aksiomas, nedaug ką galime 
įrodyti. Tuo tarpu geometrija atsirado iš praktinių žmo- 
gaus poreikių žymiai anksčiau, negu buvo suformuluotos 
pirmosios aksiomos. Žmogaus poreikiams ji ir turi tar- 
nauti. Sprendžiant praktikoje iškilusius uždavinius, buvo 
nagrinėjamos įvairios figūros, atskleistos trikampių, tra- 
pecijų, daugiakampių savybės, kai kas sužinota apie ilgių, 
plotų ir tūrių matavimą. Norint gauti šitokius rezultatus 
samprotavimais iš aksiomų, būtina pakankamai turtinga 
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ir turininga tų aksiomų sistema (rinkinys). Kitaip sakant, 
aksiomų turi būti tiek, kad iš jų gaunamos teoremos ten- 
kintų praktikos keliamus reikalavimus. 

Kokias parinkti aksiomas? Jau minėjome, kad ne visos 
praktikoje patikrintos tiesos laikomos aksiomomis. Todėl 
natūraliai kyla klausimas, kodėl būtent tie, o ne kiti tei- 
giniai parenkami aksiomomis? Pavyzdžiui, kodėl įrodinė- 
jama, kad per duotąjį tašką, esantį duotoje tiesėje, galima 
išvesti tiktai vieną jai statmeną tiesę? Ar negalima šio 
teiginio laikyti aksioma, o įrodyti (t. y. paversti teorema) 
kitą teiginį, kuris anksčiau buvo laikomas aksioma? Zi- 
noma, galima. Aksiomos buvo parinktos taip, o ne kitaip 
iš dalies atsitiktinai, ir į tai nekreipsime dėmesio. Tiesiog 
panagrinėsime tą aksiomų sistemą, kuri dabar laikoma 
Euklido geometrijos pagrindu. 

Dar pridursime, kad aksiomatinį metodą (taip vadina- 
mas būdas kurti teoriją, priėmus tam tikrus pradinius 
tvirtinimus — aksiomas) pirmą kartą panaudojo daugiau 
kaip prieš du tūkstančius metų graikų matematikas Eukli- 
das savo veikale „Elementai“. Vėliau jo panaudotoji ak- 
siomų sistema visą laiką buvo tobulinama. Tik 1899 m. 
vokiečių matematikas D. Hilbertas savo veikale „Geomet- 
rijos pagrindai“ pateikė geometrijai pagrįsti aksiomų sis- 
temą, kuri be esminių pakeitimų naudojama ir dabar. 


5 4. EUKLIDO [„ŽEMIšKOJI'“'| GEOMETRIJA 


Visos Euklido geometrijos aksiomos yra skirstomos 
į penkias grupes. Susipažinsime su jų turiniu*. 

I grupė — priklausomumo  (incidentiškumo) aksio- 
mos — apibūdina taškų, tiesių ir plokštumų sąryšį, išreiš- 
kiamą žodžiais „eina per“, „yra“ (kame), „priklauso“ 
(žr. $ 1). 

I.1. Per bet kuriuos du taškus galima išvesti tiesę ir 
tiktai vieną. 

I.2. Kiekvienoje tiesėje yra mažiausiai du taškai. Eg- 
zistuoja mažiausiai trys taškai, nesantys vienoje tiesėje. 


* Aksiomų tormulavimai, kad būtų vaizdžiau, supaprastinti, todėl 
ne visur pakankamai griežti. 
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Piokštumos geometrijai (planimetrijai) šių dviejų pri- 
klausomumo aksiomų ir užtenka. 

1.3. Per bet kuriuos tris taškus, nesančius vienoje tie- 
sėje, eina plokštuma ir tiktai viena. 

I.4. Jeigu du tiesės taškai yra plokštumoje, tai ir bet 
kuris tos tiesės taškas yra toje plokštumoje (sakoma, kad 
tiesė yra plokštumoje). 

1:5. Jeigu dvi plokštumos turi vieną bendrą tašką, tai 
jos turi dar bent vieną bendrą tašką. 

I.6. Kiekvienoje plokštumoje yra mažiausiai vienas taš- 
kas. Egzistuoja mažiausiai keturi taškai, nesantys vienoje 
plokštumoje. 

Remiantis šiomis aksiomomis, jau galima įrodyti kai 
kurias teoremas, pavyzdžiui: kiekvienoje plokštumoje yrū 
mažiausiai trys taškai. 

II grupė — sutvarkymo aksiomos — nusako sąryšį, iš- 
reiškiamą žodžiu „tarp“. 

II.1. Jeigu taškas B yra tarp taško A ir taško C, tai 
A, B, C yra trys skirtingi tiesės taškai, ir taškas B yra 
tarp taškų C ir A 

Pastebėsime. kad I grupės aksiomoms pakanka, kad 
tiesėje būtų du taškai. Kalbant apie naująjį ryšį, išreiš- 
kiamą žodžiu „tarp“, dviejų tiesės taškų jau neužtenka. 
Todėl sekančioje aksiomoje, be kitko, jau reikalaujama, 
kad tiesėje būtų bent trys taškai. 

II.2. Pasirinkę tiesėje AC bet kuriuos du taškus A ir 
C, visada rasime bent vieną tokį tašką B, kad taškas C 
būtų tarp taškų A ir B (6 brėž.). 


A C B 


6 brėž. ———--———-—— 


11.3. Iš bet kurių trijų tiesės taškų tik vienas yra tarp 
kitų dviejų. 

Sakysime, kad du taškai A ir B apibrėžia atkarpą AB. 
Juos vadinsime tos atkarpos galais; visus taškus, esan- 
čius tarp A ir B, vadinsime atkarpos AB taškais, arba taš- 
kais, esančiais atkarpos AB viduje; visus kitus tiesės AB 
taškus vadinsime taškais, esančiais už atkarpos AB, arba 
atkarpos AB išoriniais taškais. 


2 P. Vaškas. Geometrijos 47 


Iš pateiktų aksiomų dar neišplaukia, kad atkarpa turi 
vidinių taškų: tačiau iš II.2 aksiomos išplaukia, kad kiek- 
viena atkarpa turi išorinių taškų. 

11.4 (Pašo aksioma). Sakykime, A, B, C — trys taškai, 
nesantys vienoje tiesėje, ir a— tiesė plokštumoje ABC, 
neinanti nė per vieną iš taškų A, B, C (7 brėž.). Jeigu, 


8 


4 7 brėž. 


be to, tiesė a eina per vieną iš atkarpos AB taškų, tai ji 
turi eiti per vieną iš atkarpos AC taškų arba atkarpos BC 
taškų. Vaizdžiau kalbant, tiesė, kuri įeina į trikampį, turi 
iš jo ir išeiti. 

Remiantis šiomis aksiomomis, jau galima įrodyti daug 
daugiau teoremų. Paminėsime kai kurias iš jų. 

t. Iš bet kurių trijų tiesės taškų vienas visuomet yra 
tarp kitų dviejų. 

2. Kiekviena atkarpa turi be galo daug vidinių taškų. 

Sakysime, kad tiesėje a taškai A ir B yra vienoje pu- 
sėje nuo taško O, jei taškas B yra tarp taškų A ir O arba 
taškas A yra tarp taškų B ir O (8 brėž.). Sakysime, kad 
taškai A ir C yra skirtingose pusėse nuo taško O, jei taš- 
kas O yra tarp taškų A ir C (9 brėž.). 


0 B A 
A 06 
(A) (8) ——t 
8 brėž. 9 brėž. 


3. Kiekvienas tiesės a taškas O suskirsto visus tos tie- 
sės taškus į dvi sritis I ir II (10 brėž.) taip, kad bet kurie 
du vienos srities taškai yra vienoje pusėje nuo taško O, 
o bet kurie du skirtingų sričių taškai — skirtingose pusėse 
nuo taško O 
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Visumą tiesės taškų, esančių vienoje pusėje nuo taš- 
ko O, pavadinę pustiese, arba spinduliu, išeinančiu iš taš- 
ko O, galime sakyti, kad taškas O dalija tiesę a į dvi pus- 
tieses (du spindulius). 

Tuo būdu, tiesėje galime skirti dvi viena kitai priešin- 
gas kryptis. 


10 brėž. I 1 


4. Kiekviena tiesė a, esanti plokštumoje a, dalija tą 
plokštumą į dvi pusplokštumes I ir II (11 brėž.), atkarpa, 
kurios galai yra vienoje pusplokštumėje, neturi. bendrų 
taškų su tiese a; atkarpa, kurios galai yra skirtingose pus- 
plokštumėse, turi bendrą tašką su tiese a. 

Remiantis II grupės aksiomomis, galima apibrėžti kam- 
pą, daugiakampį, įrodyti kai kurias jų savybes. 

III grupė — lygybės (kongruencijos) aksiomos — išryš- 
kina atkarpų ir kampų sąryšius, išreiškiamus žodžiu „ly- 
gus“ („kongruentus“). 

III.1. Kiekvienoje tiesėje į vieną pusę nuo duotojo taš- 
ko galima atidėti atkarpą, lygią duotajai, ir tiktai vieną. 

H1.2. Dvi atkarpos, kurių kiekviena lygi trečiajai, yra 
lygios tarpusavyje. | 

HE3. Sakykime, kad tiesėje a taškas B yra tarp taš- 
kų A ir C, o tiesėje a’ (arba toje pačioje tiesėje a) taškas B“ 
yra tarp taškų A“ ir C’ (12 brėž.). Jeigu atkarpa A'B' lygi 


/ = | ala 


a 
y ~ ETD a' 
11 brėž. 12 brėž. 


atkarpai AB, o-atkarpa BC“ lygi atkarpai BC, tai A'C' 
lygi AC, kitaip sakant, lygių atkarpų sumos yra lygios. 


I11.4. Kiekvienoje plokštumoje į vieną pusę nuo duoto- 
jo spindulio (t. v. nuo to spindulio tiesės) galima atidėti 
kampą, lygų duotajam, ir tiktai vieną. 

IH.5. Du kampai, kurių kiekvienas lygus trečiajam, yra 
lygūs tarpusavyje. 

HE6. Sakykime, A, B, C — trys taškai, nesantys vie- 
noje tiesėje; A“, B“, C' — taip pat trys taškai, nesantys 
vienoje tiesėje. Jeigu A'B'=AB, A'C'=AC, Z<B'A'C'= 
= Z BAC (13 brėž.), tai <A'B'C'= Z ABC. 


Ą A' 
C A 
B 13 brėž. 


Paminėsime kai kurias teoremas, įrodomas, remiantis 
1—I1! grupių aksiomomis. 

1—3. Trys trikampių lygybės požymiai. 

4. Sudėję lygius kampus, gauname taip pat lygius 
kampus. 

5. Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo yra 
lygūs. 

6. Egzistuoja statusis kampas, t. y. kampas, lygus jam 
gretutiniam kampui. 

7. Jeigu du kampai tarpusavyje lygūs, tai jiems gretu- 
tiniai kampai taip pat tanpusavyje lygūs. 

8. Kryžminiai kampai tarpusavyje lygūs. 

9. Visi statieji kampai tarpusavyje lygūs. 

10. Kiekvienoje atkarpoje AB randamas tik vienas toks 
taškas O, kad A0=0OB. Jis vadinamas atkarpos AB vi- 
durio tašku. 

li. Lygiašonio trikampio pusiaukraštinė, nubrėžta į jo 
pagrindą, yra kartu viršūnės kampo pusiaukampinė ir 
aukštinė. 

12. Kiekvieną kampą galima padalyti pusiau, be to, vie- 
nareikšmiškai. 

13. Per kiekvieną plokštumos tašką galima išvesti tie- 
sẹ, ir tik vieną, statmeną duotai tiesei. 

Sakykime, duotos dvi atkarpos AB ir CD. Jeigu atkar- 
pos AB viduje yra toks taškas E, kad AE=CD, tai sako- 
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me, kad atkarpa AB didesnė už CD ir užrašome AB > CD. 
Šiuo atveju taip pat sakome, kad atkarpa CD mažesnė už 
AB ir užrašome CD< AB. 

14. Kokios bebūtų atkarpos AB ir CD, visada patenkin- 
ta viena ir tik viena iš priklausomybių: 4B> CD, AB=CD, 
AB<CD. 

Analogiškai galima palyginti ir kampus. 

15. Trikampio priekampis yra didesnis už kiekvieną 
jam negretutinį vidinį kampą. 

16. Kiekviename trikampyje yra bent du smailūs 
kampai. 

17. Kiekviename trikampyje didesnė kraštinė guli prieš 
didesnį kampą, ir atvirkščiai. 

18—19. Du stačiųjų trikampių lygybės požymiai. 

20. Statmuo yra trumpesnis už pasvirąją, nubrėžtą iš 
to paties taško į tą pačią tiesę. 

21i. Kiekviena trikampio kraštinė mažesnė už kitų dvie- 
jų kraštinių sumą ir didesnė už jų skirtumą. 

IV grupė — iolydumo aksiomos. 

IV.1 (matavimo aksioma, arba Archimedo aksioma). 
Kokios bebūtų atkarpos AB ir CD, visuomet egzistuoja 
toks natūrinis skaičius m, kad, atidėję n kartų atkarpą CD, 
gausime atkarpą 4A,, didesnę už AB (14 brėž.). 

IV.2 (Kantoro aksioma). Sakykime, bet kurioje tiesė- 
je a duota begalinė atkarpų 4,8,, A2B2, 4;B;,... seka, o 
bet kuri tų atkarpų yra prieš ją parašytos atkarpos vi- 
duje; be to, tarkime, kad nėra tokios atkarpos, kuri būtų 
visų sekos atkarpų viduje. Tuomet tizsėje a egzistuoja taš- 
kas A, kuris yra visų sekos atkarpų viduje (15 brėž.). 


C D 
X 
A ———0——07—0-0 ———5—-—- 
—L———— A Az A3 8, B. B, 
An 
14 brėž. 15 brėž. 


Įrodoma, kad toks taškas yra tik vienas. 

Tolydumo aksiomos reikalingos griežtai logiškai pa- 
grįsti tokiems, regis, akivaizdiems faktams, kaip, pavyz- 
džiui: „Jeigu bent vienas tiesės taškas yra apskritimo vi- 
duje, tai tiesė kerta apskritimą“. 
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Remiantis IV.1 aksioma, įrodoma, kad kiekvieną atkar- 
pa galima išmatuoti, t. y. bet kaip parinkus atkarpą e, 
laikomą ilgio vienetu, kiekvienai atkarpai galima rasti to- 
kį teigiamą skaičių, vadinamą jos ilgiu, kad: 

1) lygių atkarpų ilgiai būtų vienodi, 

2) jeigu atkarpa yra dviejų atkarpų suma, tai jos ilgis 
būtų lygus tų atkarpų ilgių sumai. 

Remiantis IV.2 aksioma, įrodomas ir atvirkščias teigi- 
nys: turint ilgio vienetą, visada galima rasti atkarpą, ku- 
rios ilgis būtų lygus bet kuriam iš anksto duotam teigia- 
mam skaičiui. 

Šie rezultatai svarbūs tuo, kad geometrijoje jau galime 
panaudoti algebrą, t. y. galime vystyti analizinę geometri- 
ją. Pavyzdžiui, algebros priemonėmis galime įrodyti to- 
kią svarbią teoremą: bet kurios atkarpos viduje egzistuoja 
taškai, ją dalijantys į n lygių dalių (ñ — bet kuris natūri- 
nis skaičius). 

Be to, dabar jau galima išmatuoti ir bet kurį kampą, 
o taip pat įrodyti analogiškas kampų matavimo teoremas. 

V grupė — lygiagretumo aksioma (ją vadinsime Eukli- 
do lygiagrečių aksioma). 

V.1. Plokštumoje per tašką, nesantį duotoje tiesėje, 
galima išvesti ne daugiau kaip vieną tiesę, nekertančią 
duotosios tiesės. 

Remiantis visų grupių aksiomomis, galima įrodyti vi- 
sas teoremas, įrodinėjamas vidurinės mokyklos geometri- 
jos kurse, ir dar daugiau. Visos tos teoremos sudaro Euk- 
lido geometriją. 


§ 5. APIE LYGIAGREČIŲ AKSIOMĄ 


Aptarsime aksiomą, pridariusią matematikams bene 
daugiausia rūpesčių — lygiagrečių aksiomą. Mat, buvo pa- 
dėta daug pastangų, bandant ją įrodyti — tiksliau sakant, 
ne pačią V.l lygiagrečių aksiomą, o jai ekvivalentų* V 
Euklido postulatą**. 

Lygiagrečios tiesės egzistuoja. Lygiagretumo aksioma 
netvirtina, kad plokštumoje per tašką, nesantį duotoje tie- 


* Du teiginiai vadinami ekvivalenčiais, jeigu kiekvieną iš jų gali- 
ma įrodyti, remiantis antruoju. 

** Kadangi V Euklido postulato formulavimas sudėtingesnis, ne- 
gu V. 1 aksiomos, jo čia nepateikiame. 
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sėje, tikrai galima išvesti tiesę, nekertančią duotosios. 
Tvirtinama štai kas: jei paaiškėtų, kad tokią tiesę galima 
išvesti, tai ji būtų vienintelė — kitos nevertėtų ieškoti. 

Taigi reikia atskirai atsakyti į klausimą, ar plokštumo- 
je per tašką, nesantį duotoje tiesėje, galima išvesti jos ne- 
kertančią tiesę. Atsakymą galime gauti, įrodę, kad: 

bet kurio trikampio. priekampis yra didesnis už kiek- 
vieną jam negretutinį vidaus kampą (58 psl.); 

per tašką, esantį šalia tiesės, galima išvesti tiktai vie- 
ną tiesę, statmeną duotajai (59 psl.); 

jeigu dvi tiesės AB ir CD yra statmenos tai pačiai 
tiesei MN, tai jos neturi nė vieno bendro taško (76 psl.). 

Iš čia jau išplaukia, kad egzistuoja lygiagrečios (esan- 
čios vienoje plokštumoje ir neturinčios bendro taško) 
tiesės. ; 

Ar per tašką eina tik viena tiesė, lygiagreti duotajai? 
Sakykime, plokštumoje duota tiesė a ir jai nepriklausantis 
taškas A (16.brėž.). Per tašką A galime išvesti tiesę 6, 
lygiagrečią a. Tam tikslui užtenka iš taško A nuleisti stat- 
menj AB į tiesę a, o po to iš taško A iškelti statmenį b 
į tiesę AB. Kadangi a ir b— skirtingos tiesės, statme- 
nos AB, tai a ir b — lygiagrečios tiesės, vadinasi, b yra 
tiesė, einanti per A ir lygiagreti a. 

O ar negalėtume per tašką A (toje pačioje plokštumo- 
je) išvesti dar vieną tiesę b’, taip pat nekertančią tie- 
sės a*? Tikriausiai jau atsakėte: ne! — tiesė b’ kirs tiesę a, 


A b 


e 


a 
16 brėž. 8 e 


gal būt, labai toli, bet būtinai kirs. Tačiau pasvarstykime: 
ar galime tvirtinti taip griežtai, ar turime pakankamą pa- 
grindą? 

Imkime tiesėje a tašką C ir sujunkime jį su tašku A 
tiese c (16 brėž.). Tarkime, kad taškas C slenka tiese a 


* Įsivaizduokime, kad V.1 aksiomos dar neturime. 
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į dešinę. Tuomet tiesė c suksis apie tašką A, bet aišku, ne- 
galės sutapti su tiese b, nes tiesė c eina per kažkurį tie- 
sės a tašką, o tiesė b su tiese a neturi bendro taško. Antra 
vertus, natūralu manyti, kad, taškui C neribotai tolstant 
tiese a į dešinę, tiesė c, besisukdama viena kryptimi, neri- 
botai artės prie kažkokios ribinės padėties, Ar toji ribinė 
padėtis ir bus tiesė b? O gal tiesė c neribotai artės prie 
tiesės b’, skirtingos nuo b, ir jau negalės atsidurti kam- 
pe a tarp tiesių b ir b’ (17 brėž.)? Prieš atsakydami, dar 
pasvarstykime. 

Išveskime iš taško A spindulį d, sudarantį su spin- 
duliu AB smailųjį kampą ọ (p< 90“; 18 brėž.). Jeigu šis 


17 brėž. 18 brėž. 


kampas mažas, tai tiesė d kirs tiesę a šiame lape: berei- 
kia tieses d ir a atitinkamai pratęsti. Gerokai padidinus 
kampą 4, šiame lape tiesės d ir a nesusikirs, bet lengva 
įsivaizduoti, kad jos susikirstų, jeigu knygelės lapas būtų 
didesnis ir tieses galėtume atitinkamai pratęsti. Dar padi- 
dinkime kampą ọ, bet tik tiek, kad jis liktų smailus. Ga- 
lime manyti, kad tada tiesės d ir a kirsis dar toliau, gal 
net už dešimčių ar šimtų metrų (ir tuo toliau, kuo dides- 
nis atstumas AB). Tačiau praktiškai tuo įsitikinti būtų 
gana keblu, netgi neįmanoma, nors įsivaizduoti me taip 
jau sunku. O jeigu kampą ọ dar padidinsime, ar tiesės d 
ir a susikirs? Ir vėl norėtume tieses d ir a „pratęsti“, betgi 
tik mintyse, o ne praktiškai! Ką duoda šis mintyse atlieka- 
mas eksperimentas? Ar tokiu būdu tiesių „nepratęsime“ 
į kosmines erdves, kurių dar neapžvelgiame tobuliausiais 
teleskopais? 

Vėl prisiminkime, kad aksiomos, kurių pagrindu ku- 
riama geometrija, yra gautos, nagrinėjant realius objek- 
tus ir jų savybes. Ir jeigu tobuliausiais tiesių pavyzdžiais 
laikėme šviesos spindulius, tai aksiomos turi atspindėti 
jų savybes, turi būti praktiškai patikrinamos, atliekant ban- 
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dymus su šviesos spinduliais. Kadangi praktiškai galime 
stebėti tik siaurus šviesos spindulių pluoštelius, o ne 
„vieną spindulį“, tai, aišku, tokiais bandymais negalima 
aksiomų patikrinti absoliučiai tiksliai. (Beje, tam trukdo ir 
daugelis kitų aplinkybių, įvairūs optiniai reiškiniai.) 

Grįžkime prie mūsų nagrinėtų tiesių d ir a. Paprastai 
teigiama, kad netgi esant kampui ọ kiek norint artimam 
90“, tiesė d kirs tiesę a. Ši prielaida grindžiama praktine 
patirtimi, įgyta, atliekant, pavyzdžiui, astronominius ste- 
bėjimus. Tačiau prielaida, kad tiesė d kirs tiesę a ten, kur 
nepavyksta pažvelgti tobuliausiais teleskopais, aišku, tėra 
fantazija: nežinome, kaip ten sklinda šviesos spinduliai, 
negalime remtis eksperimentu. Taigi, jei norime tvirtinti, 
kad tiesė d visuomet kerta a, remdamiesi šviesos spindu- 
lių kaip tiesės modeliu, tai turime žinoti šviesos spindulių 
savybes. 

Dar daugiau. Jeigu, šitaip eksperimentuodami, dviejų 
tiesių bendro taško nematome, tai ar verta aklai ir užsi- 
spyrusiai tvirtinti, kad toks taškas vis tiek yra? Ar ne pro- 
tingiau sakyti, kad jo nėra? O gal dar geriau teigti, kad 
vienodai galimi abu atvejai, ir paruošti kiekvienam iš jų 
atitinkamas išvadas? 

Tuo būdu, jeigu atsakymo į rūpimą klausimą ieškosi- 
me, atlikdami bandymus su šviesa, tai jis priklausys nuo 
šviesos spindulių savybių, o kai kampas ą bus labai arti- 
mas 90“, išvis nieko nematysime. Vėliau įsitikinsime, kad 
V.l aksiomos negalima patikrinti jokiais eksperimentais. 
Kitaip sakant, ji nėra akivaizdžiai teisinga, o tuo pačiu ir 
neabejotina. Taigi galime sakyti, kad yra taip, kaip teigia 
V.I aksioma, o galime tvirtinti ir priešingai ir vietoj šios 
aksiomos imti kitokią. 

Jeigu teiginys nėra akivaizdžiai teisingas, tai dar ne- 
reiškia, jog jis klaidingas. Pavyzdžiui, Pitagoro teorema 
teigia, kad stačiojo trikampio įžambinės kvadratas yra ly- 
gus jo statinių kvadratų sumai. Vargu ar šis tvirtinimas 
akivaizdžiai teisingas, bet jis įrodomas, remiantis aksio- 
momis ir iš jų gautomis teoremomis. Vadinasi, būtų natū- 
ralu pabandyti įrodyti ir V.1! aksiomą, remiantis kitomis 
aksiomomis. Tačiau visi tokie bandymai buvo nesėkmingi. 

Apžvelgsime dar kai kurias išvadas, išplaukiančias' iš 
lygiagretumo aksiomos. 
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§ 6. AR TRIKAMPIO KAMPŲ SUMA 
LYGI 180°? 


Nesinaudojant V.I aksioma, įrodoma, kad: 

jeigu vidaus priešiniai kampai, esantys tarp dviejų tie- 
sių ir jų kirstinės, yra lygūs, tai tokios dvi tiesės yra ly- 
giagrečios (77 psl.); 

jeigu atitinkamieji kampai, esantys tarp dviejų tiesių 
ir jų kirstinės, yra lygūs, tai tos dvi tiesės yra lygiagre- 
čios (78 psl.). 

Norint įrodyti atvirkštinį teiginį: 

jeigu lygiagrečias tieses a ir b kirsime trečiąja tiese c, 
tai atitinkamieji (priešiniai) kampai bus lygūs, reikės rem- 
tis V.1 aksioma. 

Įrodysime atitinkamųjų kampų a ir B (19 brėž.) lygy- 
bę. Tarkime priešingai, kad kampai a ir 8 nėra lygūs; pa- 
vyzdžiui, B<a. Per tašką A išveskime tiesę b’ taip, kad 
būtų y=a. Pritaikę ankstesniąją teoremą tiesėms a, b’ ir c, 
gauname, kad b’ nekerta a. Bet sąlygoje nurodyta, kad b 
taip pat nekerta a, taigi per tašką A, esantį šalia tiesės a, 
išvestos dvi jos nekertančios tiesės. Viskas būtų gerai, jei 
nebūtų V.l aksiomos. Kadangi V.l aksioma yra, tai gau- 


19 brėž. 


name prieštaravimą; todėl turime laikyti, kad B=a. Teo- 
rema įrodyta. 

Lygiagrečių aksioma ir trikampio kampų suma. Teigi- 
nys, kad trikampio vidaus kampų suma yra lygi dviem 
statiems kampams*, taip pat įrodomas, remiantis V.l ak- 
sioma (84 psl.). 


+ 2d, 180° arba n radianų; n=3,14159... 
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Įrodysime, kad galima ir atvirkščia išvada: jeigu tri- 
kampio kampų suma lygi n, tai teisinga V.l aksioma, t. y. 
per tašką A, esantį šalia tiesės a, negalima išvesti dviejų 
tiesių, nekertančių a. 

Įrodymui imkime bet kurią tiesę a ir jai nepriklausantį 
tašką A (20 brėž.). 


B B, B, 811 P 8, 


20 brėž. 


Sakykime, 4B — statmuo, nuleistas iš taško A į tiesę a. 
Žinoma, kad tiesė a“, einanti per tašką A ir statmena į AB, 
yra lygiagreti tiesei a. Reikia įrodyti, kad bet kuri kita 
tiesė, einanti per tašką A, kerta tiesę a. Pagal sąlygą įro- 
dant leidžiama remtis teiginiu, kad bet kurio trikampio 
vidaus kampų suma lygi x. 

Sakykime, 5 — bet kuri tiesė, einanti per tašką A, o 
smailusis kampas BAP, kurį toji tiesė sudaro su atkar- 
pa AB, lygus p. Įrodysime, kad tiesė b kerta a smailiojo 
kampo pusėje. Tuo tikslu tiesėje a smailiojo kampo pu- 
sėje paimkime tokį tašką Bı, kad būtų BB,= AB, tokį taš- 
ką Bə, kad būtų B,B>=AB,, ir t. t. Pagaliau paimkime tokį 
tašką Bn, kad būtų B„,B„= AB, į. 

Nagrinėsime trikampius ABB, AB,B>,..., ABn—-ıBn. 
Kadangi pagal prielaidą bet kurio trikampio vidaus kam- 
pų suma lygi m, tai lygiašoniame trikampyje ABB; kiek- 
vienas iš vidaus kampų A ir B, yra y . 5. 

Trikampio ABB, vidaus kampas B, yra trikampio 48,8; 
priekampis. Remdamiesi tuo, kad trikampio vidaus kampų 
suma lygi x, nesunkiai įrodome, kad trikampio priekampis 
yra lygus jam negretutinių vidaus kampų sumai. Taigi 
trikampio ABB, vidaus kampas Bı yra lygus trikampio 
AB|,B; vidaus kampų A ir B; sumai. Bet trikampis 48,8; 
yra lygiašonis (ėmėme B;B;=A8,;), todėl jo vidaus kam- 
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pai A ir Ba tarpusavyje lygūs, vadinasi, kiekvienas iš jų 
lygus į (3 z) : 5. Ir toliau taip nagrinėdami, rasi- 


272)"1 
me, kad trikampio AB„-,B, vidaus kampas B, yra lygus 
zi . s: Iš čia 
T | T 


Kadangi < BAP — smailus, tai galime laikyti, jog 
B= 5 —6; čia e>0. Parinkime tokį skaičių n, kad būtų 
1 


25 Xe. Tuomet turėsime ZBAP< ZBAB,. 
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Šiuo atveju tiesė b eina tarp trikampio BAB, krašti- 
nių AB ir AB,, todėl turi turėti bendrą tašką su tiese a; 
tas taškas turi būti tarp taškų B ir Bn (norint griežtai 
įrodyti šį teiginį, reikėtų naudotis Pašo aksioma). Taigi 
bet kuri tiesė, sudaranti su 4B smailųjį kampą, kerta tie- 
sẹ a, ir tik tiesė a” nekerta a. 

Šiam įrodymui iš tikrųjų užtektų teiginio, kad vieno 
kurio nors trikampio kampų suma lygi x (mes naudojomės 
teiginiu, kad bet kokio trikampio vidaus kampų suma ly- 
gi n), tik, juo remiantis, tektų įrodyti visą eilę papildomų 
teiginių, vadinasi, įrodymas būtų ilgesnis ir sudėtingesnis. 

Tuo būdu, iš V.I aksiomos išplaukia, kad trikampio 
vidaus kampų suma yra lygi m, ir atvirkščiai, iš to, kad 
trikampio vidaus kampų suma lygi m, išplaukia, jau kaip 
teorema, V.1 aksioma. Reiškia, iš aksiomų sistemos galime 
išbraukti lygiagrečių aksiomą, o vietoj jos įrašyti šitokią 
aksiomą: trikampio vidaus kampų suma lygi 1,— ir vėl 
gausime tokio pat turinio geometriją. 

Pažiūrėkime, ką praktiškai galime pasakyti apie tri- 
kampio vidaus kampų sumą. | 

Ar trikampio vidaus kampų suma tikrai lygi 180°? Ar 
tvirtinimas, kad trikampio vidaus kampų suma yra ly- 
gi 180“, kuriuo norime pakeisti lygiagrečių aksiomą, yra 
akivaizdus? Vargu. Nežinodamas įrodymo, joks skaityto- 
jas nesiryš griežtai to tvirtinti. Jis, tikriausiai, darys ši- 
taip: braižys įvairius trikampius, matlankiu matuos jų 
kampus ar skaičiuos jų sumas. Tačiau dar neaišku, ar gaus 
įvairiems trikampiams vienodas kampų sumas, tuo labiau 
tiksliai 180“ (nebent jau būtų girdėjęs, kad ši suma lygi 
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180°, ir norėtų pasirodyti mokąs labai tiksliai matuoti!). 
Jeigu visais atvejais rezultatai bus artimi 180“, vis tiek 
dar negalėsime tvirtinti, kad trikampio kampų suma lygi 
180°, o skirtumas susidarė tik dėl matavimų netikslumo. 

Įvairūs netikslumai neišvengiami ir geodeziniuose, o 
taip pat astronominiuose matavimuose. Tarkime, kad punk- 
te B, kurį stebime teodolitu iš punkto A (21 brėž.), ant 
stovo padėtas rutuliukas. Kokio dydžio jis turi būti? Aiš- 
ku, reikia naudoti tokį rutuliuką, kad jo vaizdą galėtume 
kuo tiksliau sutapdinti su teodolito okuliaro centru. Jeigu 
rutuliuko vaizdas bus didelis skritulys, tą padaryti bus 
sunku. Taigi rutuliukas neturi būti labai didelis. Tačiau 
mažinti jį galima taip pat ribotai, nes, per daug sumažinę, 
jo nebematysime. 

Atitinkamai parinkę rutuliuką punkte B, laikome, kad 
turime taškus A (okuliaro centrą) ir B (rutuliuką), o juos 
jungia tiesės atkarpa AB. Iš tikrųjų rutuliukas punkte B 
priklausomai nuo atstumo AB gali būti didelis. Vadinasi, 
tiesės atkarpa AB, yra kūgio pavidalo šviesos spindulių 
pluoštas (22 brėž.), „plonas“ prie stebėtojo punkte A ir 
pakankamai „storas“ punkte B. 

Tuo būdu, praktiškai įsitikinti, ar trikampio kampų su- 
ma tiksliai lygi 180“, neįmanoma. Todė! galime daryti prie- 


“ 


r ————2.£a 
A A B 


21 brėž. 22 brėž. 


laidą, kad ji lygi 180°, bet galime tuo abejoti ir tarti, kad 
ji nelygi 180“. 

Ar plokštumoje per tašką, nesantį duotoje tiesėje, eina 
tik viena tiesė, nekertanti tos tiesės? Ar trikampio vidaus 
kampų suma yra tiksliai lygi 180°? Nuo atsakymų į šiuos 
klausimus priklauso labai daug kas. Ir štai kodėl. | 

Tarkime, reikia rasti atstumą 48 arba trikampio ABC 
plotą (21 brėž.). Išmatuoti tą atstumą trukdo upė; dar 
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sunkiau tiesiog matavimais rasti trikampio ABC plotą. To- 
dėl būtinai reikės naudotis geometrijos teoremomis, siejan- 
čiomis ieškomus elementus su tais, kuriuos radome matuo- 
dami. Vadinasi, reikia turėti geometriją — teoriją, kad, 
remdamiesi jos išvadomis, galėtume reikiamu tikslumu iš- 
spręsti praktinius uždavinius. 

Geometrijai sukurti būtinos aksiomos. Jas, kaip matė- 
me, galime parinkti vienokias arba kitokias, ir atitinka- 
mai gausime vienokią arba kitokią geometriją. Kurią iš 
jų reikia taikyti praktikoje? 


$ 7. DAR APIE EUKLIDO LYGIAGREČIŲ 
AKSIOMĄ 


Paminėsime keletą teiginių, ekvivalenčių Euklido ly- 
giagrečių aksiomai. Du tokius teiginius (1, 3) jau žinome. 

l. Dvi lygiagrečias tieses kirsdami trečiąja, gauname 
lygius atitinkamuosius (priešinius) kampus. 

2. Vienašalių kampų, gautų dvi lygiagrečias tieses ker- 
tant trečiąja, suma yra lygi 2 d. 

3. Trikampio vidaus kampų suma lygi 180“. 

4. Geometrinė vieta plokštumos taškų, vienodai nuto- 
lusių nuo tiesės ir esančių vienapus tos tiesės, yra tiesė. 

5. Vienoje plokštumoje esantys statmuo ir pasviroji į tą 
pačią tiesę susikerta. 

6. Egzistuoja du panašūs, bet nelygūs trikampiai. 

7. Pitagoro teorema. 


§ 8. LOBAČEVSKIO („ĮSIVAIZDUOJAMOJI“') 
GEOMETRIJA | 


Truputis istorijos. Geometrija — vienas seniausių moks- 
lų. Aišku, ne iš karto geometrija tapo savarankiška moks- 
lo šaka: tam reikėjo sukaupti pakankamai faktinės me- 
džiagos, sukauptas žinias susisteminti, suprasti, kas iš ko 
išplaukia ir pan. Jau senovės Graikijoje buvo bandyta nuo- 
sekliai išdėstyti geometriją, bet tie mėginimai nublanko, 
o vėliau ir visai buvo užmiršti, pasirodžius garsaus graikų 
geometro Euklido veikalui „Elementai“. Šiame veikale 
graikų geometrija nuosekliai suvesta į griežtą loginę sis- 
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temą. Pagrindinė šio veikalo ypatybė ir yra tai, kad visa 
geometrija kuriama, pagrindu imant nedidelį skaičių pra- 
dinių teiginių, vadinamų aksiomomis, arba postulatais. Ak- 
siomatinis metodas tebėra svarbus ir dabar, jis plačiai iš- 
vystytas šiuolaikinėje matematikoje, taip pat ir kitose moks- 
lo srityse. 

Reikia pastebėti, kad Euklido aksiomų sistema turėjo 
ir trūkumų. Nors pagal pagrindinį Euklido principą nelei- 
džiama įrodymuose remtis tuo, ko nėra aksiomose, bet 
pats Euklidas ne visur jo laikėsi. Pavyzdžiui, labai dažnai 
Euklidas rėmėsi tuo, kad iš trijų tiesės taškų vienas būti- 
nai yra tarp kitų dviejų, nors atitinkamos aksiomos nebu- 
vo. Trūko, vertinant šiuolaikiniu požiūriu, ir kitų aksiomų. 

Ilgą laiką (apie du tūkstančius metų) geometrijoje bu- 
vo stengiamasi tik pagerinti Euklido aksiomų sistemą, pa- 
tikslinti kai kurias teoremas ir jų įrodymus. 

Daugiausia ginčų ir dėmesio susilaukė lygiagrečių ak- 
sioma, kurią Euklidas formulavo šitaip: jeigu tiesė, ker- 
tanti dvi tieses, iš vienos pusės sudaro vidinius kampus, 
mažesnius už du stačiuosius*, tai neribotai pratęstos tos 
tiesės susikirs iš tos pusės, iš kurios kampai mažesni už 
du stačiuosius*. Euklidas šį tvirtinimą vadino penktuoju 
postulatu. Įrodoma, kad penktasis Euklido postulatas yra 
ekvivalentiškas V.1 lygiagrečių aksiomai. 

Pastebėsime, kad penktasis Euklido postulatas nėra aki- 
vaizdžiai teisingas, o jo formulavimas yra žymiai ilgesnis 
ir sudėtingesnis ūž kitų aksiomų formulavimus. Tikriausiai 
dėl to daugelis matematikų bandė įrodyti penktąjį Euklido 
postulatą, naudodamiesi kitomis aksiomomis. Visi tokie 
bandymai buvo nesėkmingi. Dažniausiai buvo daroma maž- 
daug šitaip: tarus, kad lygiagrečių aksioma neteisinga, 
bandoma parodyti, kad tai prieštarauja likusioms aksio- 
moms. Jeigu šitai pavyktų, būtų įrodyta, jog prielaida ne- 
teisinga, o lygiagrečių aksioma — teisinga. Be to, lygia- 
grečių aksioma virstų teorema, kurią galima įrodyti, nau- 
dojantis kitomis aksiomomis. l 

Tačiau, nors buvo daug ir įvairių tokio pobūdžio ban- 
dymų, rasti prieštaravimą nepavyko. Jeigu kas ir tarėsi 
pasiekęs tikslą, tai kiti tyrinėtojai, nuodugniau išanalizavę, 


* Reikia suprasti — vidinių kampų suma mažesnė už du stačiuosius 
kampus. 
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rasdavo, kad kur nors padaryta klaida arba vietoj lygia- 
grečių aksiomos neaiškiai paimta kita jai ekvivalentiška 
aksioma. Šitaip įrodinėjant, buvo gaunama daugybė keistų 
teiginių, pavyzdžiui: trikampio kampų suma nelygi 180“; 
geometrinė vieta plokštumos taškų, vienodai nutolusių nuo 
duotos tiesės, nėra tiesė ir kt. Buvo laikoma, kad čia jau 
gauti prieštaravimai, ir penktasis Euklido postulatas įro- 
dytas. Tačiau ir iš jų nematyti, kad prieitas loginis prieš- 
taravimas, kad tai absoliučiai negalima, — jie tiktai atrodo 
nenatūralūs, nesiderina su tuo, prie ko jau esame įpratę, 
kuo tikime. Kad ir labai keisti atrodo tokie teiginiai, jie 
nėra absurdiški. 

XIX a. pradžioje kai kurie matematikai jau pradėjo su- 
prasti, kad, einant tokiu keliu, vargu ar pavyks ką nors 
pasiekti. 

Istorine data geometrijos vystymesi tapo 1826 m. va- 
sario 23 d. Tą dieną Kazanės universitete profesorius Wi- 
kolajus Lobačeuskis perskaitė pranešimą „Glausias geo- 
metrijos pagrindų išdėstymas su griežtų lygiagrečių teore- 
mos įrodymu“. Tai naujos — neeuklidinės — geometrijos 
gimimo diena. Minėtas pranešimas, atrodo, liko nesupras- 
tas kitų, nes apie jį nebuvo pareikšta jokių atsiliepimų, o 
vėliau jis žuvo. Nepaisydamas tokios nesėkmės, 1829— 
1830 m. žurnale „Kazanskij vestnik“ („Kazanės žinynas“) 
N. Lobačevskis atspausdino darbą „Apie geometrijos prad- 
menis“, kuriame sistemingai išdėstė naująją geometriją 
(ją Lobačevskis vadino „įsivaizduojama geometrija“). 
Stengdamasis, kad labai sudėtingas naujosios geometrijos 
turinys- būtų aiškus ir suprantamas, N. Lobačevskis para- 
šė dar daug darbų apie neeuklidinę geometriją. Taip atsi- 
rado nauja geometrija, šiandien vadinama Lobačevskio 
geometrija. Kokia gi ji? 

Lobačevskio lygiagrečių aksioma. Lobačevskis manė, 
kad įrodyti penktąjį Euklido postulatą, remiantis likusio- 
mis aksiomomis, negalima. Vadinasi, pakeitę Euklido ly- 
giagrečių aksiomą jai priešinga aksioma, įokio prieštara- 
vimo negausime, Lobačevskio geometrijos aksiomų siste- 
ma gaunama, imant tas pačias, kaip ir Euklido geometri- 
joje, I-IV grupių aksiomas, o V.I aksiomą pakeičiant 
tokia aksioma: | 

V.1. Plokšiumoje per tašką A, nesantį duotoje tiesėje a, 
galima išvesti bent dvi tieses a“ ir a”, nekertančias tie- 
sės 4. 
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Ši aksioma vadinama Lobačevskio lygiagrečių aksioma, 

Dabar sakysime, kad taškas A ir tiesė a yra bet kokie. 
Galima įrodyti, jog tą patį gausime, tarę, kad aksioma 
yra teisinga vienai bet kuriai tiesei ir vienam taškui. Pa- 
nagrinėsime keletą teoremų, kurios įrodomos, remiantis. 
I—IV grupių aksiomomis ir V. 1 aksioma. Pastebėsime, kad 
visi teiginiai, kuriems įrodyti užtenka vien I—IV grupių 
aksiomų, yra teisingi ir Euklido, ir Lobačevskio geomet- 
rijose. Tokių teiginių visuma sudaro absoliulinę geo- 
melriją. 

Įrodysime, kad per tašką A, nesantį tiesėje a, eina be 
galo daug tiesių, nekertančių tiesės a. 

Pagal Lobačevskio lygiagrečių aksiomą, per tašką A 
eina dvi skirtingos tiesės a’ ir a”, nekertančios tiesės a 
(23 brėž.). Tiesė a” dalija plokštumą į dvi pusplokštumes 
(šis teiginys įrodomas, nesinaudojant lygiagrečių aksio- 
ma, todėl juo galime remtis ir Lobačevskio geometrijoje). 
Imkime tiesėje a“ tašką B, esantį toje tiesės a“ pusėje, 
kurioje nėra tiesės a taškų. Sakykime, X — bet kuris tie- 
sės a taškas. Kadangi taškai B ir X yra skirtingose tie- 
sės a” pusėse, tai tiesė BX kerta a” kažkuriame taške C. 
Tarkime, kad D — bet koks atkarpos BC vidinis taškas. 
Tiesė AD nekerta tiesės a. Iš tiesų, tarę, jog ši tiesė kerta 


23 brėž. 


tiesę a taške Y ir taikydami Pašo aksiomą trikampiui DAY 
ir tiesei AC, gautume, kad susikerta tiesės d ir a“. 
Kadangi kiekviena atkarpa turi be galo daug vidinių 
taškų, tai ir tiesių, einančių per tašką A ir nekertančių tie- 
sės a, yra be galo daug. 
Lygiagrečios tiesės.. Kadangi Lobačevskio plokštumoje* 
per tašką A, nesantį duotoje tiesėje a, eina be galo daug 


* Plokštumoje, kurioje laikoma teisinga Lobačevskio lygiagrečių 
aksioma. 
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tiesių, nekertančių duotos tiesės a, tai lygiagrečių tiesių 
apibrėžimas yra sudėtingesnis: lygiagrečiomis tiesei a va- 
dinamos ne visos tos tiesės, o tik dvi iš jų. Kurios? Pa- 
bandysime išsiaiškinti. 

Sakykime, a — kokia nors tiesė ir 4 — jai nepriklau- 
santis taškas (24 brėž.). Iš taško A nuleiskime į tiesę a 


C 


A 


F 


D M N 
24 brėž. 


statmenį AP. Tarkime, kad AB — tiesė, einanti per taš- 
ką A ir statmena AP. 

Kampo PAB spindulius suskirstykime į dvi klases: pir- 
majai priskirkime tuos spindulius, kurie nekarta tiesės a 
(šiai klasei priklauso kraštinė AB), o antrajai — tuos spin- 
dulius, kurie kerta tiesę a (šiai klasei priklauso krašti- 
nė AP). 

Sakykime, AD — bet kuris antrosios klasės spindulys. 
Kadangi bet kuris spindulys, esantis tarp kraštinės AP 
ir spindulio AP, kerta tiesę a, tai kiekvienas pirmosios 
klasės spindulys yra tarp kraštinės AB ir -bet kurio antro- 
sios klasės spindulio AD. 

Absoliutinėje geometrijoje įrodoma (iš esmės naudo- 
jant tolydumo aksiomas), kad, taip suskirstę kampo spin- 
dulius į dvi klases, turėsime vieną ir tik vieną spindulį 
AE, skiriantį abiejų klasių spindulius; pastarasis priklau- 
sys arba pirmajai, arba antrajai klasei. 

Tiesė AE nekerta tiesės a. Jeigu ji kirstų tiesę a ku- 
riame nors taške M (t. y. jeigu tiesė AE sutaptų su kuria 
nors tiese AM, kertančia tiesę a taške M), tai, pasirinkę 
tiesėje a tokį tašką NM, kad taškas M būtų tarp P ir N, 
gautume tiesę AN, kertančią a, ir tiesė AE neskirtų tiesių, 
kertančių ir nekertančių a. Taigi šiuo atveju tiesė AE 
priklauso pirmajai klasei. 
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Tokiu pat būdu kampe PAC (24 brėž.) gausime tie- 
sę AF, kuri nekerta tiesės a ir atskiria kampo PAC spin- 
dulius, kertančius tiesę a, nuo jos nekertančių spindulių. 

Tiesės AE ir AF vadinamos /ygiagrečiomis tiesei a 
taške A. Tuo būdu, plokštumoje per tašką A, nesantį tie- 
sėje a, eina dvi tai tiesei lygiagrečios tiesės. 

Tiesės AE ir AF lygiagrečios tiesei a taške A skiriasi 
viena nuo kitos tuo, kad, jų ieškodami, ėmėme skirtingas 
pusplokštumes, į kurias padalija plokštumą statmuo AP, 
nuleistas į tiesę a. .Kitaip sakant, tiesėms a ir AE buvo 
suteiktos kryptys į vieną pusę nuo AP, o tiesėms a ir 
AF —į kitą (25 brėž. kryptys pažymėtos rodyklėmis). 


Ą 


a 
25 brėž. 8 PA A 


Krypčiai tiesėje nustatyti užtenka dviejų taškų. Pa- 
ėmę tiesėje a taškus. 4, ir A9, sakykime, kad tiesė AE yra 
lygiagreti tiesei a taške A kryptimi AA», o tiesė AF jai 
lygiagreti lame pačiame taške A kryptimi AA. Pastebė- 
sime, kad bet kuri tiesė, einanti per tašką A kampe tarp 
spindulio AP ir tiesės AE spindulio, kurio kryptis sutampa 
su lygiagretumo kryptimi, kerta tiesę a; šito negalime pa- 
sakyti apie jam gretutinį kampą (jį sudaro spindulys AP 
ir tiesės AE spindulys, kurio kryptis priešinga lygiagre- 
tumo krypčiai). Nesunku pastebėti, kad statmens pagrin- 
dą P galime pakeisti bet kuriuo tiesės a tašku 0. 

Taigi orientuota (nurodytos krypties) tiesė AE yra ly- 
giagreti orientuotai tiesei a taške A, jei: 1) tiesė AE ne- 
kerta a, 2) tiesės AE ir a yra nukreiptos į tą pačią pusę 
nuo tiesės AQ (Q — bet kuris tiesės a taškas), 3) bet kuri 
tiesė, esanti kampe QAE, kerta tiesę a. 

Čia pateiktame lygiagrečių tiesių apibrėžime figūruoja 
taškas A. Įrodoma, kad tiesė a“, lygiagreti tiesei a faš- 
ke A (26 brėž.), yra lygiagreti jai (ta pačia kryptimi) ir 
bet kuriame savo taške A'. Pastebėsime, kad Euklido geo- 
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metrijoje toks tvirtinimas yra akivaizdus, nes lygiagretu- 
mui užtenka to, kad tiesė a“ nekerta tiesės a. Lobačevskio 
geometrijoje šito dar maža — reikia įrodyti, kad būtent ji 
yra viena iš tiesių, kurios skiria išvestas per tašką A" tie- 
ses, kertančias ir nekertančias tiesės a. 

Tiesėms, lygiagrečioms Lobačevskio prasme, teisingi 
tokie teiginiai. 

Jeigu tiesė a“ yra lygiagreti tiesei a, tai ir tiesė a yra 
lygiagreti tiesei a“. 

Jeigu dvi tiesės a ir b yra lygiagrečios tiesei c ta pačia 
kryptimi, tai jos yra lygiagrečios ir tarpusavyje. 

Lygiagrečios tiesės lygiagretumo kryptimi neribotai ar- 
tėja viena prie kitos, o priešinga kryptimi neribotai tols- 
ta viena nuo kitos. 

Lygiagretumo kampas. Sakykime, a — bet kuri tiesė, 
o A — jai nepriklausantis taškas; AP — statmuo, nuleistas 
į tiesę a, a“ — tiesė, einanti per tašk4 A ir lygiagreti a, 
o «0 — smailusis kampas tarp tiesės a“ ir statmens AP 
(27 brėž.). Kampas œ vadinamas lygiagretumo kampu 
taške A, o atkarpa AP=x — lygiagretumo kampo rodykle. 

Lygiagretumo kampas priklauso tik nuo jo rodyklės: 
jeigu turime dvi tieses a ir & (jos gali ir sutapti) ir du 
taškus A ir A, tokius, kad taško A atstumas nuo tiesės G 
lygus taško A atstumui nuo tiesės a, tai lygiagretumo kam- 


pai o ir o vra tarpusavyje lygūs. Įrodysime tai. 


26 brėž. 27 brėž. 


Tarkime, kad per taškus A ir 4 išvestos tiesės a“ ir 4", 
atitinkamai lygiagrečios tiesėms a ir a (28 brėž.), o ly- 


giagretumo kampai nėra lygūs, pavyzdžiui o>0. Atidė- 
kime nuo spindulio AP lygiagretumo kampo œ pusėje kam- 
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pą, lygų œ. Antroji to kampo kraštinė — spindulys A0 — 
kirs tiesę 4 taške O. Tiesėje a nuo taško P lygiagretumo 
kampo œ pusėje atidėkime atkarpą PO = PO. Kadangi sta- 
čiuosiuose trikampiuose APO ir APO: AP=AP, PO= PO, 
tai jie lygūs; tuomet < PAQ = < PAQ =v. Bet to negali 
būti, nes pagal II1.4 aksiomą į duotąją pusę nuo duotojo 


28 brež. P Q 


spindulio negalima atidėti dviejų skirtingų vienas kitam 
lygių kampų. Tuo būdu, kai lygiagretumo kampo rodyklės 
yra lygios, tai ir patys kampai yra lygūs, vadinasi, lygia- 
gretumo kampas œ yra rodyklės x funkcija. Sią funkciją 
vadinsime Lobačeuskio funkcija ir, kaip Lobačevskis, žy- 
mėsime I(x). Taigi 


w= (x). 


Tuo pačiu įrodėme, kad abi tiesės, einančios per taš- 
ką A ir lygiagrečios tiesei a, su statmeniu AP sudaro ly- 
gius kampus. 

Imdami lygiagretumo kampą radianais, gauname: 


0<N(x+) < Z. 


Galima įrodyti ir atvirkščiai, kad kiekvienas smailusis 
kampas yra lygiagreiumo kampas. 
Be to, 
lim II (x) = 


T 
x—0 27 


; lim IT (x) =0. 


Funkcija II (x) yra monotoniškai mažėjanti nuo = iki 


0, kai x didėja nuo O iki oc; 


87 


pagaliau 


x* 


M (x) =2arctge *. 


Išsiskiriančios tiesės. Sakykime, a — bet kuri tiesė, 
A — nesantis joje taškas. Tiesės, einančios per tašką A, 
suskirstytos į dvi kategorijas: 1) kertančias tiesę a, 2) ne- 
kertančias tiesės a. Iš pastarųjų tiesių dvi pavadinome 
lygiagrečiomis tiesei a; likusios tiesės, t. y. nekertančios 
tiesės a, bet ir jai nelygiagrečios, vadinamos su tiese a 
išsiskiriančiomis tiesėmis arba viršlygiagrečiomis. 

Nurodysime kai kuriuos išsiskiriančių tiesių gavimo 
būdus ir būdingą išsiskiriančių tiesių savybę, dėl kurios 
jos taip ir pavadintos. 

Jeigu vidaus priešiniai kampai, esantys tarp dviejų tie- 
sių a ir b ir jų kirstinės c, yra lygūs, tai tokios dvi tiesės 
yra išsiskiriančios (vietoj vidaus priešinių gali būti ir ati- 
tinkamieji kampai). Įrodysime. 

Sakykime, A ir B — tiesių a ir b susikirtimo su tiese c 
taškai (29 brėž.), AO=0B, OM — statmuo, nuleistas is 
taško O į tiesę a, ir N — to statmens ir tiesės b susikirtimo 
taškas. Kadangi A0=0B, < MAO= Z NBO, < MOA= 
=Z NOB, tai trikampiai AOM ir BON lygus, todėl 
Z BNO= Z AMO, taigi < BNO — status, o tiesė a ir b 
yra statmenos tiesei MN. Be to, galime laikyti, kad MA 
yra statmuo, nuleistas iš taško AN į tiesę a. Iš absoliutinės 


29 brėž. 


„> 
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* y=arcig m reiškia, kad tgy=m ir — 3 << 3 


li ly 
„ €= KS LAR =2,71828... 


0>0— konstanta, vadinama Lobačevskio neeuklidinės erdvės kreivu- 
mo spinduliu. 
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geometrijos žinome, kad du statmenys į vieną tiesę nesu- 
sikerta, vadinasi, tiesė b nekerta tiesės a. Tačiau tiesė b 
nėra lygiagreti tiesei a, nes priešingu atveju lygiagretumo 
kampas būtų lygus 5 „Vadinasi, tiesės a ir b yra išsiski- 
riančios. 

Taigi dvi tiesės, statmenos trečiajai, yra išsiskirian- 
čios. Teisingas ir atvirkščias teiginys: dvi išsiskiriančios 
tiesės turi bendrą statmenį (ir tiktai vieną), nuo kurio 
į abi puses jos neribotai tolsta viena nuo kitos. 

Dar keletas Lobačevskio geometrijos dėsnių. 1. Dvi 
lygiagrečias tieses perkirtę trečiąja, gauname nelygius 
atitinkamuosius (priešinius) kampus. Tarę, kad tie kam- 
pai vra lygūs, prieisime išvadą, kad tiesės yra ne lygiagre- 
čios, bet išsiskiriančios. 

2. Vidaus vienašalių kampų, gautų, dvi lygiagrečias 
tieses kertant trečiąja, ir esančių lygiagretumo krypiyje, 
suma yra mažesnė už 2 d. 

Sakykime, lygiagrečias tieses a ir b kerta tiesė c 
(30 brėž.). Įrodysime, kad a+p<2d. 

Tarkime, kad suma a +8 ne mažesnė už 2d; tuomet ga- 
limi du atvejai: 1) a4+p=2d ir 2) c+p>2d. 

Iš c+p=2d ir 84+y=2d gausime, kad atitinkamieji 
kampai a ir y yra tarpusavyje lygūs. Bet tuomet tiesės a 
ir b bus išsiskiriančios, o tai prieštarauja sąlygai. 

Išnagrinėkime atvejį a4+7>2d. Kadangi 84+y=2d, tai 
a>y. Nubrėžkime kampą, lygų a, taip, kad viena jo kraš- 


P 
N 


e C 
30 brėž. 31 brėž. 


tiné būtų spindulys NP, o kita — NO — būtų nukreipta 
nuo tiesės MN tiesių a ir b lygiagretumo kryptimi 
(31 brėž.). Tokiu atveju tiesės a ir NO bus išsiskiriančios. 
Kita vertus, tiesė 5 lygiagreti tiesei a, o tiesė NO yra kam- 
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po tarp tiesių MN ir b viduje, todėl tiesė NQ turi kirsti a, 
o tai jau yra prieštaravimas. 

Tuo būdu, belieka, kad c+8<2d. 

3. Jei keturkampyje ABCD (32 brėž.) kampai A ir B 
yra statūs ir AD=BC *, tai: 

a) Z C= Z D; 

b) MNLAB ir MNLCD (M ir N — kraštinių AB ir 
CD vidurio taškai); 

c) kampai C ir D — smailūs. 

a) Išveskime CM ir DM. Trikampiai ADM ir BCM ly- 
gūs, nes jų statiniai atitinkamai lygūs, vadinasi, Z !=- 
=LZ 2, Z3=Z4, DM=CM. Trikampiai DMN ir CMN 
irgi lygūs, nes vieno trikampio trys kraštinės atitinkamai 
lygios kito trims kraštinėms. Vadinasi, < ô= Z 6, Z 7= 
= LZ 8, Z9= Z 10. 

Dabar nesunkiai gauname, kad < 34+1L 7=Z41+ LG, 
t. y. Z D= C. 

b) Iš ankstesnio nagrinėjimo gauname, kad Z 1+ 
+>£5=<42+Z6, t y. Z AMN=< BMN. Kadangi šie 
kampai gretutiniai, tai MN LAB. Įrodyta, kad < 9= Z 10, 
o jie irgi gretutiniai, todėl MN LCD. 

c) Per taškus D ir C išveskime tieses DP ir CQ, ly- 
giagrečias tiesei AB ta pačia kryptimi AB (33 brėž.), va- 


32 brėž. 33 brėž. 


dinasi, ir tarpusavyje lygiagrečias ta pačia kryptimi. Tie- 
sės AB ir CD yra statmenos tiesei MN, todėl jos yra iš- 
siskiriančios, taigi tiesė DC nėra nė viename iš kampų 
ADP ir BCO. 


* Toks keturkampis vadinamas Sakerio keturkampiu. 
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Suma vidaus vienašalių kampų PDN ir NCQ, gautų, 
Ilygiagrečias tieses DP ir CQ perkirtus tiese DC, yra ma- 
žesnė už 2d, t. y. ZPDN+ <NCO<2d. Bet ZPDN= 
= ZADN-- <ADP, L NCQ= <NCB+ <BCO, o ZADP= 
= <BCO (kaip lygiagretumo kampai, turintieji lygias ro- 
dykles AD ir BC). Todėl ZADN+ <NCB<2d. Kadangi 
ZADN= NCB, tai kiekvienas iš jų yra smailus. 

4. Bei kurio trikampio kampų suma yra mažesnė 
už 2d. 


Tarkime, kad ABC (34 brėž.) — bet koks trikampis. Ka- 
dangi trikampio priekampis yra didesnis už kiekvieną jam 


34 brėž. 


negretutinį trikampio kampą (absoiiutinės geometrijos 
dėsnis), tai du trikampio kampai visada smailūs (priešin- 
gu atveju trečiojo kampo priekampis turėtų būti didesnis 
už 2d, o tai neįmanoma). Tarkime, kad CAB ir ABC yra 
smailūs kampai. 

Per kraštinių AC ir BC vidurių taškus B’ ir A“ išves- 
o tiesę B'A’ ir nuleiskime į ją statmenis AA;, BB, 
Ir l- 

Kadangi stačiuosiuose trikampiuose A4,B' ir CC,B“ 
AB'=B'C, <AB'A,= <CB'C,, tai šie trikampiai yra ly- 
gūs, todėl AA,=CC,, < 1= Z 2. Dėl tokios pat priežas- 
ties BB,=CC,, < 3= Z 4. Bet tokiu atveju keturkampyje 
AA,B,B kampai A, ir B, statūs, o A,A = BB, todėl kampai 
A,AB ir B,BA — smailūs, taigi ZA ,AB+ 4B,BA<2d, ar- 
ba Z2+ZCAB+ZCBA5+ Z4<2d. Iš čia jau nesunku 
gauti tai, ką reikėjo įrodyti. 

5. Plokštumos taškų, vienodai nutolusių ir esančių 
vienoje pusėje nuo tiesės a, geometrinė vieta vadinama 
ekvidistante; tiesė a vadinama ekvidisiantės baze. 


Ekvidistantė yra ne tiesė, bet kreivė. 
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Sakykime, A, B, C— trys ekvidistantės taškai (35 
brėž.*). Įrodysime, kad jie nėra vienoje tiesėje. Kadangi ke- 
turkampiuose A'ABB" ir B'BCC' kampai ABB’ ir B'BC — 
smailūs (žr. 3), tai Jų suma yra mažesnė už 2d. Jeigu 
taškai A, B ir C būtų vienoje tiesėje, tai šių kampų suma 
būtų lygi 2d. 

6. Vienoje plokštumoje statmuo ir pasviroji į tą pa- 
čią tiesę ne visada susikerta. Šį teiginį galima pailiustruo- 


A B œ 


a 
A’ 8' O 35 brėž. 


ti 27 brėžiniu, kuriame a — statmuo į tiesę AP, a’ — pasvi- 
roji į tą pačią tiesę, o a ir a“ nesusikerta. 

Paminėsime neįrodinėdami dar du teiginius. 

7. Du trikampiai atitinkamai lygiais kampais yra ly- 
gūs, t. y. Lobačevskio plokštumoje nėra panašių tri- 
kampių. 

8. Trikampio ABC plotui skaičiuoti gaunama šitokia 


formulė: 
S=o*[1— (A+B4+C€C)]. 


Taigi trikampio plotas yra proporcingas jo kampų de- 
Jektui (skirtumui tarp n ir trikampio kampų sumos). Va- 
dinasi, trikampio kampų suma nėra pastovi: didėjant tri- 
kampio plotui, ji mažėja. Trikampio plotas negali būti di- 
desnis kaip ngž. 


§ 9. LOBAČEVSKIO PLOKŠTUMOS MODELIS 


Nejaugi šioje „keistoje“ geometrijoje nėra ir neatsi- 
ras prieštaravimų? 8 paragrafe atskleidėme keletą Loba- 
čevskio geometrijos dėsnių, kurie, regis, prieštarauja Euk- 
lido geometrijos atitinkamiems dėsniams, o tuo pačiu ir 
įprastiems supančio pasaulio vaizdiniams. Tačiau jeigu 


* Ekvidistantė nenubrėžta. 
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nežinotume Euklido geometrijos atskleistų dėsnių, kurie 
daugiausia ir padėjo susidaryti tuos vaizdinius — var- 
gu ar mums atrodytų, kad Lobačevskio geometrijos dės- 
niai kam nors prieštarauja. Todėl, kalbėdami apie prieš- 
taravimus geometrijoje, pirmiausia turėsime omenyje prieš- 
taravimus pačios geometrijos viduje; bandysime įsitikinti, 
ar, parinkę tam tikrą aksiomų sistemą ir su jos pagalba 
įrodinėdami teoremas, negausime tvirtinimo, prieštarau- 
įančio kuriai nors aksiomai arba kuriam nors iš jų išplau- 
kiančiam teiginiui. 

Jau minėjome, kad geometrijoje neapibrėžiami nei pa- 
grindiniai objektai, nei sąryšiai tarp jų, tiktai nusakomos, 
remiantis aksiomomis, kai kurios tų sąryšių savybės. Jei- 
gu rasime tokius konkrečius objektus ir tokius konkrečius 
jų ryšius, kurie patenkins visas geometrijos aksiomas, tai 
galėsime manyti, kad teorijoje, pagrįstoje tais konkrečiais 
objektais ir jų ryšiais, prieštaravimų nebus (jeigu, žino- 
ma, įrodinėdami nepadarysime klaidų). Tuo būdu, norint 
įsitikinti, ar aukščiau aprašytoje geometrijoje nėra vidinių 
prieštaravimų, ieškoma konkrečios aksiomų sistemos rea- 
lizacijos, kitaip sakant, kuriamas aksiomų sistemos mode- 
lis. Yra įvairių Lobačevskio geometrijos modelių. Susipa- 
žinsime su vienu iš jų — vadinamuoju Kelio— Kleino mo- 
deliu. 

Lobačevskio plokštumos modelis. Tarkime, kad įpras- 
toje euklidinėje plokštumoje turime fiksuotą apskritimą o 
(36 brėž.). Sio apskritimo apribotas skritulio vidus vaiz- 
duoja visą Lobačevskio plokštumą. 


36 brež. 


„Taškais“ vadinsime įprastus taškus, bet tik tuos, ku- 
rie yra skritulio viduje. Daugiau jokių „taškų“ nėra. Ki- 
taip sakant, kas už skritulio — „tamsi“ vieta, iš ten Loba- 
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čevskio plokštumai nieko neimsime. Tuo būdu, Euklido 
plokštumos taškas A — Lobačevskio plokštumos „taškas“, 
o Euklido plokštumos taškai M ir M nėra Lobačevskio 
plokštumos „taškai“. 

„Tiesčinis“ vadinsime visas apskritimo œ stygas, at- 
metus jų galų taškus, kurie yra ant apskritimo ir todėl 
nėra „taškai“. 

Sakysime, kad „taškas A yra „tiesėje“ a, jeigu jis yra 
toje tiesėje euklidine (įprastine) prasme. Pavyzdžiui, „taš- 
kai“ A ir B yra „tiesėje“ a, o „taškas“ C nėra šioje tiesėje. 
„Tiesės“ a ir b kertasi „taške“ A; „tiesės“ a ir c nesikerta, 
„tiesės“ a ir d taip pat nesikernta. Tiesės a ir c susikerta 
taške R, o tiesės a ir d — taške O, bet taškai R ir O nėra 
Lobačevskio plokštumos „taškai“, todėl „tiesės“ a ir c, o 
taip pat a ir d bendrų „taškų“ tikrai neturi. 

Lengva pastebėti, kad šiame modelyje plokštuminės 
I grupės aksiomos (Il ir 1.2) yra patenkintos. 

Ryšiui, išreiškiamam žodžiu „tarp“, suteiksime tokią 
pat prasmę, kaip ir Euklido plokštumos atveju. Aišku, tuo- 
met bus patenkinamos visos II grupės aksiomos. 

„Atkarpos AB ilgiu“ vadinsime skaičių 


i |A21 (1APIN 
„AB =k In ( 501° BPį) 


Lengva įsitikinti, kad taip apibrėžtas „atkarpos ilgis“ 
visuomet teigiamas. Iš tiesų, 36 brėžinyje atvaizduotu at- 

A „nı TAQI | AP| 
veju sak ibas oi kas a todėl [BO] >l, BP | 
o santykis 2 > L yra didesnis už vienetą. Kai pa- 
grindas didesnis už vienetą, didesnių už vienetą skaičių 
logaritmai teigiami, todėl „„AB“>0. Pastebėsime, kad 
„BA“ =„AB“, nes, sukeitus vietomis „taškus“ A ir B, taip 
pat reikia sukeisti vietomis P ir O. 

Kai „taškas“ B lieka vietoje, o „taškas“ A neribotai 
artėja (euklidine prasme) prie taško P, tormulėje, apibrė- 
žiančioje „atkarpos ilgį“, antrosios trupmenos skaitiklis 


* k— tam tikras daugiklis, priklausantis nuo Lobačevskio erdvės 
kreivumo. Simbolis In žymi natūrinį logaritmą — logaritma, kurio pa- 
grindas yra $ 8 minėtas skaičius e. 

O|,...— atkarpų 40,... ilgiai euklidinė prasme. 
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neribotai mažėja. Todėl logaritmuojamasis reiškinys, o tuo 
pačiu ir logaritmas, t. y. „atkarpos AB ilgis“, neribotai 
didėja. Vadinasi, iš bet kurio „taško“ B iki taško P be 
galo toli. Natūralu, kad, atidėliojant iš „taško“ B „spin- 
dulio“ BP kryptimi „tiesėje“ BP vienodo „ilgio“ atkar- 
pas, jų galus žymintieji „taškai“ išsidėstys vis tankiau ir 
tankiau, kitaip sakant, vaizduojant aprėžtame (ribotame, 
baigtiniame) Euklido plokštumos gabale visą Lobačevs- 
kio plokštumą, tolesnių jos sričių vaizdai yra vis smul- 
kesni. | 

„Lygiomis“ vadinsime atkarpas, kurių „ilgiai“ vienodi. 

Kitaip negu Euklido plokštumoje apibrėžiamas ir kam- 
po tarp dviejų „tiesių“ didumas (apibrėžimo čia nepatei- 
kiame). Kampai vadinami „lygiais“, kai jie yra vienodo 
didumo. 

Dabar reikia patikrinti, ar tenkinamos III grupės ak- 
siomos. Šis patikrinimas nėra paprastas, todėl jo čia ir 
neatliksime. Dėl tos pačios priežasties netikrinsime ir IV 
grupės aksiomų. 

Pereisime prie lygiagretumo aksiomos. Imkime , tie- 
sẹ“ a ir nesantį joje „tašką“ A (37 brėž.). „Tiesės“ a“ ir 
a“, einančios per „tašką“ A, nekerta „tiesės“ a, todėl ten- 
kina Lobačevskio lygiagrečių aksiomą. Kadangi bet kuri, 
„tiesė“, esanti kampe QAP ir jam kryžminiame kampe 
O'AP', kerta „tiesę“ a, o kiekviena „tiesė“, esanti mi- 


37 bréž. = w —— 


nėtiems kampams gretutiniuose kampuose, nekerta „tie- 
sės“ a, tai „tiesės“ a“ ir a“ yra lygiagrečios „tiesei“ a ir 
eina per „tašką“ A. | 
Lobačevskio geometrijoje nėra vidinių prieštaravimų. 
Lobačevskio geometrijos modelį sudarėme, naudodami 
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Euklido plokštumos taškus ir apskritimo stygas. Jeigu Lo- 
bačevskio geometrijoje būtų prieštaravimų, tai jie pasi- 
reikštų bet kuriame, taigi ir šiame, modelyje. Iš to ma- 
tytume, kad prieštaravimai atsiranda, kalbant apie tam 
tikrų Euklido plokštumos objektų sąryšius. Tuo būdu, sa- 
kydami, kad Euklido geometrijoje nėra prieštaravimų ir 
suradę Lobačevskio geometrijos modelį, kuriame panau- 
doti tik Euklido plokštumos objektai ir jų sąryšiai, turi- 
me daryti išvadą, jog ir Lobačevskio geometrijoje nėra 
prieštaravimų. Įrodoma, kad teisingas ir atvirkščias tei- 
ginys. Taigi, Euklido ir Lobačevskio geometrijos arba api 
neturi vidinių prieštaravimų, arba abi jų turi. 

Sudarę Euklido geometrijos modelį su skaičių pagal- 
ba (panašiai jau darėme $ 1), prieisime išvadą, kad Euk- 
lido geometrijoje nėra vidinių prieštaravimų, jeigu jų nė- 
ra aritmetikoje. Tuomet tą patį galėsime pasakyti ir apie 
Lobačevskio geometriją. 

Dar pastebėsime, kad šiuo Lobačevskio geometrijos 
modeliu įrodoma, jog Euklido lygiagrečių aksioma vra ne- 
priklausoma nuo kitų Euklido geometrijos aksiomų, t. y. 
jos neįmanoma įrodyti, remiantis likusiomis aksiomomis. 
Iš tiesų, jeigu iš L—IV grupių aksiomų išplauktų kaip iš- 
vada V.I aksioma, tai I—IV grupių aksiomos ir V.l aksio- 
ma būtų nesuderinamos (mes gi radome konkrečią jų rea- 
lizaciją). 


$ 10. KURIĄ GEOMETRIJĄ PASIRINKTI! 


Euklido ir Lobačevskio geometrijos viena nuo kitos 
skiriasi tik viena — lygiagrečių — aksioma. Tačiau vien 
dėl šio skirtumo-gauname skirtingus, iš pirmo žvilgsnio 
netgi prieštaringus rezultatus. Lygiagrečių aksiomos tei- 
singumas abiem atvejais, galima sakyti, vienodai patiki- 
mas (žr. $ 5), abiejose geometrijose nėra vidinių priešta- 
ravimų; jose daug ir visiškai vienodų teiginių (tie, ku- 
rie įrodomi, nesiremiant jokia lygiagretumo aksioma). 
Kurią iš šių geometrijų pasirinkti, sprendžiant praktinius 
uždavinius? 

Buvo minėta, kad lygiagretumo kampas 


A 
o=I (x) =2arctge p. 
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Iš čia gauname, kad 


t. y. jeigu Ę=const, o x—0, tai 0; jeigu 0—o00, tai 
0— =. esant bet kuriai baigtinei x reikšmei. Vadinasi, kai 


o baigtinis, tai pakankamai mažiems x Lobačevskio erdvė 
virsta Euklido erdve; kai ọo>20, Lobačevskio erdvė taip pat 
virsta Euklido erdve. Todėl šiais atvejais ir Lobačevskio 
geometrija virsta Euklido geometrija. 

Taigi, nors ir atrodo, kad Euklido ir Lobačevskio geo- 
metrijos labai skiriasi, netgi prieštarauja viena kitai, bet 
iš tiesų jos yra glaudžiai susijusios: Euklido geometrija 
yra atskiras Lobačevskio geometrijos atvejis. Vadinasi, 
nžtektų tinkamai išvystyti Lobačevskio geometriją, o jau 
Euklido geometrijos atitinkamus dėsnius gautume kaip at- 
skirą atvejį. Kodėl taip nedaroma? 

Pabandykime palyginti, kaip abi šios geometrijos at- 
spindi realios erdvės savybes. Lygiagretumo aksiomą 
abiejose geometrijose yra ekvivalenti teoremai apie tri- 
kampio kampų sumą; ši suma Euklido geometrijoje ly- 
gi 2d, o Lobačevskio geometrijoje — mažesnė už 2d, ir 
tuo mažesnė, kuo didesnis trikampio plotas. Trikampio 
plotas tuo didesnis, kuo ilgesnės jo kraštinės ir kuo di- 
desnis g. 

Remiantis Lobačevskio geometrijos formulėmis, apskai- 
čiuota, kad net tokio didelio stačiojo lygiašonio trikampio, 
kurio statinis lygus Žemės orbitos skersmeniui, kampų su- 
ma (kai Lobačevskio erdvės kreivumo spindulys ọ parink- 
tas didesnis už 200 000 a; čia a — Žemės orbitos skers- 
muo) tik 0,000003” mažesnė už 180“, o tai praktiškai kol 
kas neišmatuojama. 

Taigi tiek Euklido, tiek Lobačevskio geometrija gali 
būti praktiškai taikomos santykiams realioje erdvėje na- 
grinėti. Beje, Euklido geometrijos Iormutės yra žymiai 
paprastesnės, todėl praktiškai ji yra patogesnė. | 

Tad ar iš viso reikalinga Lobačevskio geometrija? 
Taip, nes reikia tikėtis, kad, ištobulėjus astronominiams 
prietaisams, bus išmatuoti tokie atstumai, kuriems Eukli- 
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do geometrija jau nesiderina su realybe, apskaičiavimai 
pagal Euklido geometrijos formules jau nepakankamai 
tikslūs. Norint gauti tikslius rezultatus, reikės taikyti Lo- 
bačevskio geometriją, atitinkamai parinkus g. 

Dar pastebėsime, kad Lobačevskio geometrijos idėjo- 
mis remiasi šiuolaikinės fizikos teorijos, ji tiesiogiai pa- 
naudojama kompleksinio kintamojo funkcijų teorijoje. 
Pats Lobačevskis ją taikė skaičiuoti kai kuriems apibrėž- 
tiniams integralams (specialiems matematiniams dy- 
džiams), turintiems svarbią reikšmę šiuolaikinėje mate- 
matikoje. Smulkiau visa tai čia negalime paaiškinti. 


6 11. SFERINĖ („DANGIšKOJI“) GEOMETRIJA 


Plokštuma (ir siera. Kalbant apie Euklido geometrijos 
taikymą praktiniams uždaviniams spręsti, pravartu prisi- 
minti, kad pats žodis „geometrija“ — graikiškas; išverstas 
į lietuvių kalbą, jis reiškia „Žemės matavimą“. Šis žodis 
atspindi geometrijos kilmę. Euklido geometrijos (plani- 
metrijos) rezultatai įvairiems Žemės matavimo darbams 
naudojami ir dabar. Tačiau Žemės paviršius yra artimes- 
nis rutulio paviršiui (sferai), o ne plokštumai, kaip ją pa- 
prastai įsivaizduojame. Iš tiesų, pabandykime ant rutulio 
(pavyzdžiui, ant sviedinio) užklijuoti popieriaus gabalėlį 
(plokštumos dalį). Jeigu rutulys nelabai didelis, tai tik 
nedidelį popieriaus gabalėlį galėsime beveik sutapdinti su 
rutulio paviršiumi. Jeigu stengsimės sutapdinti su rutulio 
paviršiumi didesnį popieriaus gabalėlį, jis supliš arba su- 
siraukšlės. Plokščią gumos gabalėlį galėsime užklijuoti 
ant rutulio, bet jį reikės atitinkamai ištempti. Ir atvirkš- 
čiai: guminio sviedinio gabalą galėsime ištisai priklijuoti 
prie plokščio paviršiaus taip pat tik atitinkamai ištempę. 

Tad natūralu manyti, kad ir Euklido geometrijos (pla- 
nimetrijos) dėsnius galėsime taikyti tik nedidelėms rutulio 
paviršiaus dalims, o didesnėms jau, tikriausiai, prireiks 
naujos geometrijos. 

Kadangi pagrindiniai objektai geometrijoje nėra api- 
brėžiami, tai pačią sferą taip pat galime laikyti „plokštu- 
ma“, tuo labiau, kad, judėdami siera, o ne žiūrėdami į ją 
iš šalies, mes nejuntame, ar judame sieriniu paviršiumi, 
2 ais ypač jeigu sferos spindulys pakankamai di- 

elis. 
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Panagrinėkime, kokie geometriniai dariniai ant sferos 
atitinka taškus ir tieses, kokius vaizduojamės plokščiame 
(pavyzdžiui, stalo) paviršiuje. 

Didieji ir mažieji apskritimai. „Tiesės“. Aišku, kad „taš- 
ką“ ant sferos galime vaizduoti taip pat, kaip ir ant plokš- 
čio paviršiaus. 

Norėdami įsivaizduoti tiesę ant plokščio paviršiaus, 
ėmėme ant jo ištemptą siūlą. Tą patį padarykime ir ant 
rutulio paviršiaus. Pasirinkę, pavyzdžiui, ant gaublio du 
taškus, esančius viename meridiane, ir per juos ištempę 
siūlą, matysime, kad siūlas eina tuo meridianu. Todėl „tie- 
sėmis“ ant sferos laikysime būtent meridiano tipo linijas. 
Lengva įsivaizduoti, kad perpiovę gaublį per meridianą, 
kiekvieną dalį galėsime padėti ant stalo taip, kad meridia- 
nas gulėtų stalo paviršiuje. Taigi meridianas gaunamas, 
kertant sierą plokštuma, einančia per jos centrą. 

Panagrinėkime sieros susikirtimo su plokštuma a krei- 
ve (38 brėž.). Tarkime, kad O’ — pagrindas statmens, nu- 
leisto iš sferos centro O į plokštumą a, o M — bet kuris 
piūvio taškas. Pritaikę stačiajam trikampiui OO'M Pita- 
goro teoremą, gauname, kad O'M= V R?-d? (R=O0M — 
sferos spindulys, d=00' — plokštumos a atstumas nuo 
sferos centro). Vadinasi, visi piūvio taškai, būdami plokš- 


38 brėž. 


tumoje a, yra vienodai nutolę nuo tos plokštumos taško O“. 
Taigi piūvis — apskritimas, kurio centras O“ ir spindulys 
lygus V Rž—d?. 

Kaip matome, piūvyje gauto apskritimo spindulys yra 
didžiausias tada, kai d=0, t. y. kai kertančioji plokštuma 
eina per sieros centrą. Dėl šios priežasties apskritimai, 
gauti, kertant sierą plokštumomis, einančiomis per jos 
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centrą, vadinami didžiaisiais apskritimais, ọ visi kiti — 
mažaisiais apskritimais. 

Vadinasi, tiesiomis linijomis (,„tiesėmis“) ant sieros 
reikia laikyti jos didžiuosius apskritimus. Įrodoma, kad 
didžiojo apskritimo lankas, kuris jungia taškus 4 ir B ir 
yra mažesnis už pusę didžiojo apskritimo (39 brėž. atvaiz- 
duotas ryškesne linija), analogiškai tiesės atkarpai plokš- 


39 brėž. 


tumoje, rodo trumpiausią atstumą tarp taškų A ir B (lei- 
džiama judėti tik siera). 

Lygiagrečių „tiesių“ nėra. Sakykime, A ir B — sieros 
taškai, kurie nėra vieno sieros skersmens* galai. Kadangi 
per tris taškus A, B ir O (jie nėra vienoje tiesėje) galima 
išvesti plokštumą ir tiktai vieną, tai per taškus A ir B, 
kurie nėra vieno skersmens galai, galima išvesti didįjį 
apskritimą — „tiesę“ — ir tiktai vieną. Kitaip bus, jei im- 
sime vieno skersmens galus, pavyzdžiui, S ir N (39 brėž.). 
Per taškus S, M ir O galima išvesti be galo daug plokš- 
tumų, taigi per taškus S ir N galima išvesti be galo daug 
didžiųjų apskritimų — „tiesių“. Dėl šios priežasties sfe- 
rinėje geometrijoje prikl2usomumo aksiomos skiriasi nuo 
anksčiau nagrinėtųjų geometrijų priklausomumo aksiomų. 

Bet kurios dvi plokštumos, einančios per sferos cent- 
rą, turi bendrą tiesę, einančią per sferos centrą, todėl bet 
kurie du didieji apskritimai turi du bendrus taškus, kurie 
yra sieros skersmens galai. Taigi sierinėje geometrijoje 
bet kurios dvi „tiesės“ susikerta, be to, dviejuose „taš- 
kuose“, todėl visiškai nėra lygiagrečių „tiesių“. 


* Atkarpa, jungianti du sferos taškus, vadinama sferos styga. 
a einanti per siėros centrą, vadinama sferos skersmeniu (diad- 
metru). 
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Sutvarkymo aksiomos sierinėje geometrijoje irgi ski- 
riasi nuo atitinkamų aksiomų Euklido ir Lobačevskio geo- 
metrijose: turėdami ant „tiesės“ tris „taškus“ (pavyzdžiui: 
A, Bir C; 39 brėž.), negalime sakyti, kad tik vienas taškas 
yra tarp kitų dviejų (Euklido ir Lobačevskio geometrijose 
tokia išvada gaunama, remiantis sutvarkymo aksiomo- 
mis); čia kiekvienas taškas yra tarp kitų dviejų. 

Dvi „tiesės“ visada turi bendrą statmenį. Kampo PNQ 
tarp dviejų „tiesių“ NP ir NO, t. y. kampo tarp didžiųjų 
apskritimų, išvestų atitinkamai per taškus N, P ir N, Q, 
didumą matuosime kampu A'NB’ tarp tų apskritimų lies- 
tinių WA’ ir NB’, išvestų apskritimų susikirtimo taške N 
(40 brėž.). 


40 brėž. 


Per sferos centrą O išveskime spindulius OA||NA" ir 
OB||NB' (arba, tai būtų tas pats, per sieros centrą O iš- 
veskime plokštumą, statmeną spinduliui ON, ir imkime 
šios plokštumos susikirtimo su pusplokštiumėmis NPS ir 
NQS pustieses OA ir OB). Tuomet <A'NB'= Z AOB. Bet 
kampas AOB yra pusplokštumių NPS ir NQS. sudaryto dvi- 


sienio kampo linijinis kampas. Jis matuojamąs lanku AB, 


todėl ir kampas A'NB" matuojamas lanku AB, t. y. di- 
džiojo apskritimo, esančio plokštumoje, statmenoje sfe- 
ros spinduliui ON, lanku, kuris yra tarp to kampo krašti- 
nių NP ir NO. 

Iš čia aišku, kad tą patį gautume, jeigu vietoj susikir- 
timo taško N imtume antrą susikirtimo tašką S. 

Jei sieros spindulio ilgis yra R, tai kampo PNO didu- 
mas a, išreikštas radianais, yra: 


L 
„a= AB 
2 
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Kadangi kampai NOA” ir NOB” — statūs, tai kampai 
NAB ir NBA taip pat statūs. Todėl „tiesės“ NA ir NB yra 
statmenos „tiesei“ AB, arba „tiesė“ AB yra „tiesių“ NA 
ir NB bendras statmuo. Nesunku pastebėti, kad šis bend- 
ras statmuo yra duotoms „tiesėms“ vienintelis. 

Tuo būdu, bet kurios dvi „tiesės“ turi vienintelį bend- 
rą statmenį. Du statmenys į vieną „tiesę“ visuomet susi- 
kerta. 

Pastebėsime, kad Euklido plokštumoje bendrą statme- 
nį turi tik tarpusavyje lygiagrečios tiesės, bet jų bendras 
statmuo nėra vienintelis. 

Sferiniai dvikampiai. Plokštumoje trikampis yra dau- 
giakampis su mažiausiu kraštinių skaičiumi — trys. Ant 
sieros galimas daugiakampis, turintis dar mažiau krašti- 
nių — tik dvi. Tai sferinis dvikampis (41 brėž.). 

Sferinis dvikampis yra sieros dalis, apribota dviejų 
„pustiesių“ (didžiųjų apskritimų pusiu), turinčių bendrus 
galus, kurie vadinami dvikampio viršūnėmis. Aišku, kad 
dvikampio viršūnės A ir B yra sferos skersmens galai. 

Sferiniai trikampiai. Sakykime, A, B, C —trys steros 
taškai, nesantys vienoje „tiesėje“, be to, jokie du iš jų nėra 
sieros skersmens galai (42 brėž.). Kiekvienus du iš tų taš- 
kų sujunkime „tiesės“ atkarpa (mažesniuoju iš dviejų di- 
džiojo apskritimo lankų). Gautoji figūra vadinama sferi- 


41 brėž. 42 brėž. 


niu trikampiu. Taškai A, B ir C vadinami sferinio trikam- 
pio ABC viršūnėmis, o minėtos „tiesių“ atkarpos AB, BC 
ir CA—to trikampio kraštinėmis. Trikampio kraštines 
(taip pat ir jų ilgius), esančias prieš viršūnes A, B ir C, 
žymėsime atitinkamai a, b ir c. Kampus CAB, ABC ir BCA 
vadinsime sterinio trikampio ABC vidaus kampais. 
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Trikampyje gali būti net trys statūs kampai. Euklido 
plokštumos trikampyje gali būti ne daugiau kaip vienas 
statusis kampas. Sferiniame trikampyje ANB (40 brėž.) 
du kampai (NAB ir NBA) statūs. Trečiasis kampas ANB 
taip pat gali būti status, taigi sferiniame trikampyje gali 
būti statūs visi trys kampai. Dar daugiau, kampas ANB 
gali būti ir bukas. 

Iš čia aišku, kad sierinio trikampio priekampis gali 
būti ir didesnis už jam negretutinį vidaus kampą, ir jam 
lygus, ir už jį mažesnis. Pavyzdžiui, jei trikampyje AWB 
(40 brėž.) kampas M smailus, tai to kampo priekampis yra 
didesnis už kiekvieną jam negretutinį vidaus kampą; jei 
kampas M yra bukas, tai jo priekampis yra mažesnis už 
kiekvieną negretutinį vidaus kampą; kampo A priekampis 
yra lygus negretutiniam vidaus kampui B (abu statūs), 
didesnis už vidaus kampą A, jei pastarasis smailus, ma- 
žesnis už vidaus kampą A, jei pastarasis bukas. 

Trikampio vidaus kampų suma nelygi 2d. Du trikam- 
pio ANB (40 brėž.) kampai yra statūs, o trečiasis gali 
būti bet koks kampas, mažesnis už 2d (nes AB mažesnė 
už pusę apskritimo). Sito jau pakanka, kad galėtume tvir- 
tinti, jog vieno sferinio trikampio vidaus kampų suma 
apskritai nėra lygi kito trikampio vidaus kampų sumai. 
Čia minėtais atvejais ji didesnė už 2d. Vėliau parodysime, 
kad bet kokio sierinio trikampio vidaus kampų suma yra 
didesnė už 2d. 

Sterinis trikampis ir trisienis kampas. Zrisienį kampą 


0 < M, 
7 


43 brėž. C 


sudaro taškas, trys spinduliai, išeinantys iš to taško, bet 
nesantys vienoje plokštumoje, ir visi tų spindulių riboja- 
mų kampų vidiniai taškai. 

Taškas O (43 brėž.), iš kurio išeina minėtieji trys spin- 
duliai, vadinamas trisienio kampo OABC viršūne; spindu- 
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liai OA, OB, OC — trisienio kampo briaunomis; kampai 
AOB, BOC ir COA — trisienio kampo plokščiaisiais kam- 
pais, o tų kampų vidinės sritys — trisienio kampo sieno- 
mis; dvisieniai kampai, kurių briaunos yra trisienio kam- 
po briaunos (tiksliau sakant, tiesės OA, OB ir OC), o sie- 
nos — pusplokštumės, einančios per kitas dvi trisienio 


44 brėž. 


kampo briaunas, vadinami trisienio kampo dvisieniais 
kampais. 

Sakykime, kad kiekvienas trisienio kampo plokščiasis 
kampas yra mažesnis už ištiestinį kampą. 

Kiekvieną sferinį trikampį ABC (44 brėž.) atitinka tri- 
sienis kampas OABC, kurio viršūnė yra sieros centras O, 
o briaunos — spinduliai OA, OB ir OC, jungiantys sferos 
centrą su trikampio viršūnėmis. Atvirkščiai, kiekvieną tri- 
sienį kampą, kurio viršūnė — sieros centras, atitinka sfe- 
rinis trikampis, kurio viršūnės yra trisienio kampo briau- 
nų ir sferos susikirtimo taškai. 

Sterinio trikampio ir jį atitinkančio trisienio kampo 
elementai yra šitaip tarpusavyje susiję: trikampio kampų 
A, B ir C didumai yra lygūs trisienio kampo atitinkamų 
dvisienių kampų didumams, o trikampio kraštinių ilgiai 
a, b ir c yra proporcingi trisienio kampo plokščiųjų kam- 
py didumams a, p ir y. Jei a, B ir y išreikšti radianais, o 
sferos spindulio ilgis R, tai 


a=Raą, b= RB, c= Ry. 


Vadinasi, kiekvienas sterinio trikampio vidaus kampas 
yra intervale nuo O iki m, taigi sterinio trikampio vidaus 
kampų suma yra mažesnė už 3n. 
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Poliariniai trisieniai kampai. Turime trisienį kampą 
OABC (45 brėž.). Išveskime: spindulį OAo, statmeną OB 
ir OC, t. y. statmeną sienai BOC, ir nukreiptą į tą pačią 
pusę nuo jos, kaip ir spindulys OA; spindulį OBo, statme- 
na OC ir OA, t. y. statmeną sienai COA, ir nukreiptą į tą 
pačią pusę nuo jos, kaip ir spindulys OB; spindulį OC, 


2 


45 brėž. “Co 


statmeną OA ir OB, t. y. statmeną sienai AOB, ir nukreip- 
tą į tą pačią pusę nuo jos, kaip ir spindulys OC. Gausime 
naują trisienį kampą OAoBoCo, kuris vadinamas duotojo 
trisienio kampo poliariniu (papildomuoju) trisieniu kampu. 

Kadangi trisienio kampo OABC briauna OA yra stat- 
mena trisienio kampo 044B4C; briaunoms OB; ir OC,, tai 
ji statmena ir to trisienio kampo sienai BoOCo. Kadangi 
04; ir OA nukreipti į vieną pusę nuo plokštumos BOC ir 
OA, statmena tai plokštumai, tai kampas 404; yra smai- 
lus. Kadangi šis kampas smailus ir OA statmena plokštu- 
mai B4O0C,, tai spinduliai OA ir 04; nukreipti į vieną pusę 
nuo plokštumos B4OCo. Tą patį galime pasakyti apie tri- 
sienio kampo O0ABC briaunas OB ir OC. Vadinasi; jeigu 
trisienis kampas OA4BoC; yra poliarinis trisieniam kam- 
pui OABC, tai trisienis kampas OABC yra poliarinis tri- 
sieniam kampui OAoBoCo. 

Pasirinkę trisienio kampo OABC briaunoje OA tašką K 
(46 brėž.), sudarykime dvisienio kampo B-+OA - C* liniji- 
nį kampą. Šio linijinio kampo pusiaukampinėje imkime 


* Taip pažymėtas dvisienis kampas, kurio briauna QÁ, o sienos — 
AOB ir AOC. 
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tašką S ir per jį išveskime tieses SM ir SM, statmenas 
dvisienio kampo plokštumoms AOB ir AOC. Pasirinkime 
tokias šių tiesių kryptis, kaip ir sudarydami poliarinį tri- 
sienį kampą. Gausime keturkampį KMSN, kurio du kam- 
pai (M ir M) statūs, vienas (K) yra trisienio kampo OABC 
Čvisienio kampo B8. OA .C linijinis kampas, o vienas (S) 


46 brėž. 


yra lygus poliarinio trisienio kampo OAoBoCo plokščiajam 
kampui B4OC,. Tuo būdu, trisienio kampo kiekvieno dvi- 
sienio kampo linijinis kampas papildo atitinkamą poliari- 
nio trisienio kampo plokščiąjį kampą iki 2d. 

Trisienių kampų lygybė. Du trisienius kampus laikysi- 
me lygiais, jeigu vieno jų plokštieji ir dvisieniai kampai 
atitinkamai * lygūs kito plokštiesiems ir dvisieniams kam- 
pams. 

Įrodomi tokie teiginiai: 

1. Jeigu vieno trisienio kampo trys plokštieji kampai 
atitinkamai lygūs kito trisienio kampo trims plokštiesiems 
kampams, tai trisieniai kampai yra lygūs. 

2. Jeigu vieno trisienio kampo du plokštieji kampai ati- 
tinkamai lygūs kito trisienio kampo dviem plokštiesiems 
kampams ir abiejų trisienių kampų dvisieniai kampai, su- 
daryti minėtų plokščiųjų kampų pusplokštumių, yra lygūs, 
tai trisieniai kampai taip pat lygūs. 

3. Jeigu vieno trisienio kampo plokščiasis kampas ir 
dvisieniai kampai, kurių briaunos yra to plokščiojo kam- 


* Tai reiškia, kad lygūs dvisieniai kampai guli prieš lygius plokš- 
čiuosius kampus. 
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po kraštinės, lygūs antrojo trisienio kampo plokščiajam 
kampui ir atitinkamiems dvisieniams kampams, tai trisie- 
niai kampai yra lygūs. 

Šie teiginiai vadinami žrisienių kampų lygybės požy- 
niais. 

Įrodysime vieną iš jų, pavyzdžiui, pirmąjį. Tarkime, 
kad trisieniuose kampuose OABC ir O'A'B'C' ZA'O'B'= 
= LAOB, <B'O0'C'= Z BOC, Z<C'O'A'= <COA. Įrodysi- 
me, kad B’. O'A’. C'=B . OA -C (analogiškai įrodoma ir 
kitų dvisienių kampų lygybė). 

Briaunoje OA imkime bet kokį tašką K (47 brėž.). Per 
šį tašką sienose 40B ir COA išveskime statmenis KP ir 


47 brėž. 


KO į briauną OA. Kampas PKO yra dvisienio kampo 
B. OA |C linijinis kampas. Briaunoje OA imkime tašką L 
ir per jį sienoje 405 išveskime tiesę, kertančią spindulius 
KP ir OB taškuose M ir R, o sienoje COA — tiesę, kertan- 
čią spindulius KO ir OC taškuose N ir S. Išveskime dar 
atkarpas MN ir RS. 

Trisienio kampo O'A'B'C' briaunoje O'A’ atidėkime at- 
karpas O'K'=OK ir O'L'=OL. Per tašką K“ sienose A'O'B" 
ir C'O'A" išveskime statmenis KP’ ir K'Q į briauną O'A’. 
Kampas P'K'O" yra dvisienio kampo B’. O'A’. C’ linijinis 
kampas. Šio kampo kraštinėse KP’ ir K'O' atidėkime at- 
karpas K'M'= KM ir K'N'= KN. Išveskime tieses L“M“ ir 
L'N', o jų susikirtimo su briaunomis O'B' ir O'C' taškus 
pažymėkime R’ ir S’. Išveskime atkarpas M'N" ir R'S“. 

Stačiuosiuose trikampiuose L/K'M" ir LKM L'K'= LK, 
K'M'= KM, todėl jie yra lygūs, vadinasi, ZK'L'M'= 
= Z KLM, L'M'= LM. 

Analogiškai įrodome, kad Z K'L'N'= Z KLN, L'N'=LN. 
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Trikampiuose L'O'R’ ir LOR, L'O'=LO, ZO'L'R'= 
= <OLR, ZL'O'R'= Z LOR, todėl šie trikampiai yra ly- 
gūs. Vadinasi, O'R'=OR, L'R'= LR. 

Analogiškai gauname, kad O'S'=OS, L'S'=LS, 

Trikampiuose R'O'S' ir ROS O'R'=O0R, O'S'=O05$, 
LZR'O'S'= L ROS, todėl šie trikampiai lygūs. Vadinasi, 
R'S' = RS. 

Trikampiuose R'L'S' ir RLS R'L'=RL, L'S'=LS, 
S'R'= SR, todėl šie trikampiai lygūs ir ZR'L'S'= ZRLS. 

Trikampiuose M'L/N' ir MLN M'L'=ML, L'N'=LN, 
ZM'L'N'= LMLN, todėl šie trikampiai lygūs ir M'N'= 
= MN. 

Pagaliau trikampiuose M'K'N' ir MKN M'K'=MK, 
K'N'=KN, N'M'= NM, todėl šie trikampiai lygūs, o tuo- 
met <M'K'N'= ZMKN, t. y. dvisienių kampų B'-O'A'-C" 
ir B-OA-.-C linijiniai kampai yra lygūs, taigi ir patys dvi- 
sieniai kampai taip pat lygūs. 

Panašiai įrodomas ir antrasis teiginys. 

Trečiąjį teiginį įrodysime šitaip. Paėmę duotiesiems 
trisieniams kampams OABC ir O'A'B'C" poliarinius tri- 


sienius kampus O44BoČo ir O'A Bo Co ir prisiminę ryšį 
tarp jų dvisienių ir plokščiųjų kampų, gausime, kad tri- 
sieniai kampai OAoBoCo ir O/AcBoCo yra lygūs pagal 
antrąjį požymį. Bet jeigu lygūs du trisieniai kampai 
OA4B4Co ir O'AoBoCo , tai lygūs ir jų poliariniai trisie- 
niai kampai OABC ir O'A'B'C". 

Minėtieji trisienių kampų lygybės požymiai analogiš- 
ki atitinkamiems Euklido plokštumos trikampių lygybės 
požymiams. Tačiau yra dar vienas trisienių kampų lygy- 
bės požymis, kuriam analogiško trikampių lygybės požy- 
mio Euklido geometrijoje nerasime. Šis požymis štai koks. 

4. Jeigu vieno trisienio kampo trys dvisieniai kampai 
atitinkamai lygūs kito trisienio kampo trims dvisieniams 
kampams, tai trisieniai kampai yra lygūs. 

Paėmę duotiems trisieniams kampams OABC ir 
O'A'B'C" poliarinius trisienius kampus O4AoBoCo ir 
O'AoBsCo, gausime, kad pastarieji yra lygūs pagal pirmą- 
jį požymį, o tuomet ir duotieji trisieniai kampai yra lygūs. 

Panašių trikampių nėra. Du sterinius trikampius lai- 
kysime lygiais, jeigu vieno trikampio kraštinės ir kampai 
atitinkamai lygūs kito trikampio kraštinėms ir kampams. 
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Prisiminę ryšį tarp sferinio trikampio kampų ir kraš- 
tinių ir atitinkamo trisienio kampo dvisienių bei plokščių- 
jų kampų, gauname tris sferinių trikampių lygybės požy- 
mius, analogiškus Euklido plokštumos trikampių lygybės 
požymiams, o ketvirtąjį tokį, kuriam analogiško Euklido 
geometrijoje nėra, būtent: jeigu vieno trikampio trys 
kampai atitinkamai lygūs kito trikampio trims kampams, 
tai tie trikampiai yra lygūs. A 

Iš šio požymio matome, kad ant sieros panašių (bet 
nelygių) trikampių nėra. 

Trikampio plotas nelygus pagrindo ir aukštinės san- 
daugos pusei. Jeigu rutulio spindulio ilgis lygus R liniji- 
nių (ilgio) vienetų, tai jo paviršiaus plotas S=4nR2 ati- 
tinkamų kvadratinių (ploto) vienetų. 

Sferinis trikampis, kurio visi trys kampai statūs, su- 


daro x visos sferos, todėl jo plotas yra lygus - . 4n R? = 


sae Sio trikampio kiekviena kraštinė yra lygi didžio- 


jo apskritimo ketvirtadaliui, todėl jos ilgis yra + + 2nR, 


t. y. m „ Kadangi tokiame trikampyje bet kurios dvi 


Kraštinės yra tarpusavyje statmenos, tai vieną iš jų lai- 
kant pagrindu, kita bus aukštinė. Jų ilgių sandaugos pu- 
2 2 
sė z . z ° pis „I „ todėl sferinio trikampio plo- 
tas, aišku, nėra lygus jo pagrindo ir į tą pagrindą nuleis- 
tos aukštinės sandaugos pusei. 
Išvesime formulę sferinio trikampio plotui skaičiuoti. 
Pirmiausia rasime sferinio dvikampio plotą. 
Tarkime, kad sfera padalyta į m lygių* sierinių dvi- 
kampių (48 brėž.). Kiekvieno tokio dvikampio plotas yra 


lygus L sferos ploto, t. y. L. 4nR?= 2R. "T Kadangi kiek- 


: : ; : — 2r : 
vieno dvikampio kampai yra lygūs — , tai galime many- 


ti**, kad sierinio dvikampio, kurio kampai lygūs a plo- 
tas yra l 
S =2R?Q. 


* Sferiniai dvikampiai laikomi lygiais, kai vieno dvikampio kam- 
pai lygus kito dvikampio kainpams. 
** Sio teiginio griežtai čia nejrodysime, nes tai būtų sudėtinga. 
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Sakykime, turime slerinį trikampį ABC (49 brėž.). Bet 
kurios dvi iš „tiesių“, kuriose guli šio trikampio krašti- 
nės, riboja du sferinius dvikampius, kurių kampai lygūs 
sierinio trikampio kampui, esančiam tarp tų kraštinių. 
Dviejų tokiu būdu gautų sierinių dvikampių porų (pavyz- 


48 brėž. 49 brėž. 


džiui, imant viršūnės A ir B) bendroji dalis yra sferinis 
trikampis ABC ir sierinis trikampis A'B'C“, lygus sferi- 
niam trikampiui ABC (jų atitinkami kampai yra lygūs). 
Visos trys sferinių dvikampių poros padengs sierą, be to, 
kiekvienas iš sferinių trikampių ABC ir A'B'C' bus pa- 
dengtas tris kartus. Todėl, sudėję šių šešių sferinių dvi- 
kampių plotus, gausime sferos ploto ir sferinio trikam- 
pio ABC keturgubo ploto sumą. 

Pasinaudoję anksčiau gauta formule sferinio dvikam- 
pio plotui skaičiuoti, rasime: 


2. 2R? . A +2. 2R? . B42. 2R? . C=4nR?+4SaBe 
(A, B ir C išreikšti radianais). Iš čia 
Sasc=R?[(A+B4+C) al. 
Vadinasi, sterinio trikampio kampų suma 
A+B4+C>n. 
Apskritimo ir jo skersmens ilgių santykis nėra pasto- 
vus. Ant steros imkime „tiesę“ (didįjį apskritimą) AB, per 


jos taškus išveskimė jai statmenas „tieses“. Šiose tiesėse 
nuo „tiesės“ 4B taškų į vieną pusę atidėkime vienodo il- 
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gio I* atkarpas (50 brėž.). Tų atkarpų galų geometrinė 
vieta, skirtingai negu Euklido plokštumoje, nėra „tiesė“, 
nes ji yra mažasis, o ne didysis sferos apskritimas. Šio 
apskritimo taškai yra vienodai nutolę nuo taško A (o taip 
pat ir nuo taško S; N ir S — plokštumai AOB statmeno 


50 brėž. 


sferos skersmens galai), todėl gautųjų taškų geometrinė 
vieta yra apskritimas ne tik Euklido plokštumoje, bet ir 
dabar nagrinėjamoje „plokštumoje“ (priminsime, kad 
„plokštuma“ pavadinome sierą). Sieros taškas N, nuo ku- 
rio apskritimo taškai nutolę vienodu atstumu, mažesniu 
už R „ vadinamas to apskritimo sferiniu centru. Apskri- 
timo sferiniu spinduliu vadinsime „tiesės“ atkarpą (t. y. 
didžiojo apskritimo lanką), jungiančią to apskritimo sfe- 
rinį centrą su bet kuriuo jo tašku. Jei apskritimo sterinio 


spindulio ilgis yra r (t. y. NM=r), tai ZNOM= = (ra- 
dianų), O'M= R sing. o apskritimo ilgis lygus 21 +» R sin A 
Iš čia apskritimo ir jo skersmens ilgių santykis yra lygus 


r r 
21 R sin R sin R 
2r 2 


taigi nėra pastovus. 
Sierinė kosinusų teorema. Vieną iš pagrindinių priklau- 


* Imsime 0<I< 3 R. 


somybių, siejančių Euklido plokštumos trikampio krašti- 
nes ir kampus, išreiškia kosinusų tecrema: 


a2=b24+c2—2bc cos A. 


Kai žinomi trikampio kraštinių ilgiai, remiantis kosi- 
nusų teorema, galima rasti jo kampų kosinusus, o žinanti 
pastaruosius — ir tų kampų sinusus, Taip pat galima įsi- 
tikinti, kad trikampio kampų sinusai yra proporcingi prieš 
tuos kampus esančių kraštinių ilgiams, t. y. be jokių brė- 
žinių įrodyti sinusų teoremą. 

Atskiras kosinusų teoremos atvejis, kai kampas A — 
statusis, yra Pitagoro teorema: 


a? =b? +. 


Sferiniame trikampyje tokia lygybė nėra teisinga. 1š 
tiesų, galimas sierinis trikampis su trimis stačiaisiais 
kampais. Tokio trikampio visos trys kraštinės yra tarpu- 
savyje lygios, todėl vienos kraštinės kvadratas nėra lygus 
kitų dviejų kraštinių kvadratų sumai. 

Naudodamiesi Euklido plokštumos kosinusų teorema, 
įrodysime sferinę kosinusų teoremą, išreiškiančią priklau- 
somybę tarp sierinio trikampio kraštinių ir kampų. Prisi- 
minę, kad kiekvieną sferinį trikampį atitinka trisienis kam- 
pas ir atvirkščiai, ieškosime ryšio tarp trisienio kampo 
plokščiųjų ir dvisienių kampų. 

Nagrinėkime trisienį kampą OABC (47 brėž.). Kad bū- 
tų trumpiau, pažymėkime: Z AOB=y, Z< BOC=a, 
Z COA =ß; Z OLR=y, < OLS=Ė;, L RLS=L, 
LZ MKN=K. 

Iš trikampio MKN 


| KM!+KN?— MN? 
cos K= IRM KN V 


Iš stačiųjų trikampių MKL ir NKL ir trikampio LMN 
turime: 
KM2=LM2-— KL?, 
KN2=LN2—KL?, 
MN*=LM?4+ LN2—2LM . LN -cos L. 


62 


Įrašę šias KM?, KN?, MN? išraiškas į cos K išraišką, 
gauname: 


> — KL) LM-LN-cos L 
cos = —— KRM EN? 
Kadangi 
( G- 
sinf 5 — sinf -- — 2} 
a o) m_i a_a) 
KM siny >? KM siny’? KN sing, ? 
LN 1 
KN sing’ 
tai 
i 1 
cos K= TEN (—cos B; cos yı +cos L). 


Iš trikampio RLS 


LR? + LS? — RS? 


cos L= SLR .LS š 


o iš trikampių LOR, LOS, ROS 
LR2=OL?+0R*7—20L - OR -cos y, 
LS*?=OL2+0$2—-20L . OS -cos B, 


RS? =OR?+0S2?—20R . OS -cosa, 
todėl 


„Ol — OL-OR-cos y — OL-OS-cos $ + OR-OS-cos a 
ooe HN 


Iš trikampių OLR ir OLS pagal sinusų teoremą turime: 
OL —sin[r— G + 1) OR „Sinį, OL _ sin [x — (B + BD] 


R šin y ' LR siny’ LS sin 3 : 
OS sin, 
LS sinp 


Įrašę šių santykių reikšmes į cos L išraišką ir atlikę 
nesudėtingus skaičiavimus, gauname: 


sin B, sin y; 


cos L=cos B; cos y, + sinb slay 


(—cos Bcos y+cos a). 
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Vadinasi, 
— COS 3COS y + COS A 


cos K= sin Ė sin y 


bi 


arba 
cos @=co0s B cos y +sin Bsin y cos K. 


Panaudoję šią formulę sferiniam trikampiui, gauname 
sferine kosinusų teoremą: 
a b c TES R. 
cos p =COS p COS > +sin p sin > Cos A. 
Atskiru atveju, kai kampas A status, iš šios formulės 
gauname sferinę Pitagoro teoremą: 


> 


Eu T = 
R TEOS REOS R’ 


„Žemiškoji“ ir „dangiškoji“ geometrijos „susitaiko“. 
Jau minėjome, kad geometrija atsirado žiloje senovėje, 
kai Žmonėms prireikė matuoti atstumus, skaičiuoti įvairios 
formos ir dydžio žemės sklypų plotus ir pan. Taip atsirado 
būtent vadinamoji Euklido geometrija. Jos formulėmis ir 
dabar naudojamės, skaičiuodami atstumus, žemės sklypų 
plotus ir kt. 

Tačiau žemės paviršius nėra toks plokščias, kaip įsi- 
vaizduojama plokštuma Euklido geometrijoje (mokykli- 
niame geometrijos kurse). Jis yra artimas rutulio paviršiui, 
todėl atstumus Žemės paviršiuje, sklypų plotus reikė- 
tų skaičiuoti, naudojantis sferinės geometrijos formulė- 
mis, kurios Žymiai skiriasi nuo atitinkamų Euklido geo- 
metrijos formulių. Kodėl gi taip yra: pripažįstame, kad 
Žemė yra rutulio formos, o įvairiems skaičiavimams nau- 
dojame formules, gautas iš prielaidos, kad ji plokščia? 

Taip darome ir galime daryti todėl, kad nors Euklido 
geometrijos (planimetrijos) formulės iš pirmo žvilgsnio 
žymiai skiriasi nuo atitinkamų sferinės geometrijos for- 
mulių, bet tam tikro dydžio sterinio paviršiaus srityse iš 
jų gaunami beveik vienodi rezultatai. 


64 


Pavyzdžiui, aukštojoje matematikoje įrodoma, kad 
cos x (x išreikštas radianais) gali būti gautas kaip šitokios 
begalinės eilutės suma: 


r ] | l 
=l- rL 4 6 si 


Jeigu x mažas, tai x* ir dar aukštesni x laipsniai yra 
žymiai mažesni už x? (pavyzdžiui, jei x=0,001, tai x?= 
= 0,000001, x+=0,000000000001 ir t. t.), todėl galime ma- 
nyti, kad tokie nariai neturės didesnės įtakos sumai ir lai- 
kyti, kad 


l 2 
cos x =] — y X. 


Tuo būdu, kai sferinio trikampio kraštinės a, b ir c yra 
žymiai mažesnės už sferos spindulį R, sterinė Pitagoro teo- 
rema atrodo šitaip: 


-E-E -0 
(ši G (A) 


B is R b\2 /c 2 = 
Kadangi nagrinėjamu atveju (z) (R) „kur kas mažes- 


C 


nis už =) ir x) , tai galime laikyti, kad 


aj by? c „2 
1- (5) (k) I): 
Atitinkamai sutvarkę, gauname: 


a*=bž+c2, 


o tai — jau Euklido plokštumos Pitagoro teorema. 
Įrodoma, kad 
lim sin x 

x—0 X 


=l, 


* Panašiai kaip yra begalinės mažėjančios geometrinės pro- 


1—X 
gresijos 1, x, x?,... narių suma 11+x++x2+-... 
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todėl tuo atveju, kai apskritimo ant sferos sterinis spin- 
dulys r yra žymiai mažesnis už sieros spindulį R, galime 
laikyti, kad apskritimo ir jo skersmens ilgių santykis, kaip 
ir Euklido plokštumoje, lygus x. 

Kadangi, taikant nedideliems Žemės plotams Euklido 
geometriją (planimetriją), gaunami pakankamai tikslūs 
rezultatai, o formulės yra paprastesnės, tai tokiais atve- 
jais ši geometrija ir naudojama. Dideliems plotams jau 
taikoma sferinė geometrija. Ja naudojasi ir astronomai. Ir 
pati sferinės geometrijos kilmė ne „žemiška“, o „gdangiš- 
ka“: ji pradėta vystyti I—II a. ryšium su astronominiais 
„dangaus sferos“ stebėjimais. 


$ 12. DAR APIE LOBAČEVSKIO GEOMETRIJĄ 


II paragrafe, nagrinėdami sferą ir „tiesėmis“ laikyda- 
mi jos didžiuosius apskritimus („tiesiausias“ ir „trumpiau- 
sias“ linijas ant sieros), vystėme geometriją, kuri skiriasi 
ir nuo Euklido, ir nuo Lobačevskio geometrijos. 

Beje, panašiu būdu galima „pakeisti“ ir Lobačevskio 
geometriją: tam tikslui vietoj plokštumos ar sferos reikia 
imti pseudosferą (51 brėž.), o „tiesėmis“ laikyti „tiesiau- 
sias“ (tuo pačiu ir „trumpiausias“) linijas ant pseudosie- 
ros — jos geodezines linijas*. 

Pseudosjera gaunama, sukant traktrisę (52 brėž.) apie 
jos bazę. 


51 brėž. 52 brėž. 


* Praktiškai geodezinę liniją ant bet kurio paviršiaus galime gau- 
ti taip. Imame siaurą popieriaus juostelę, kurios viduriu išvesta tiesė. 
Oe klojant ant paviršiaus, tiesė išlinksta į paviršiaus geodezinę 
iniją. 


Traktrise vadinama kreivė *, kurios liestinės atkarpa 
nuo lietimosi taško iki duotos tiesės, vadinamos fraktrisės 
baze, yra to paties ilgio, nepriklausomai nuo lietimosi taš- 
ko parinkimo. 


$ 13. PROJEKTYVINĖ GEOMETRIJA 


Prieš pradedant statyti pastatą, gaminti techninį įren- 
ginį, reikia pirmiau juos suprojektuoti, nubraižyti, detali- 
zuoti. Šį paruošiamąjį darbą popieriuje atlieka inžinieriai. 

Atvaizduoti sudėtingą trimatį erdvinį kūną plokštumo- 
je, t. y. jį nubraižyti — viena iš braižomosios geometrijos 
užduočių. Pagal braižomosios geometrijos taisykles nu- 
braižytas kūno atvaizdas turi būti toks, kad iš jo būtų 
galima įsivaizduoti kūno formą, nustatyti tikslius jo mat- 
menis ir padėtį erdvėje. 

Antra “braižomosios geometrijos užduotis — išmokyti 
skaityti brėžinius, t. y., žiūrint į plokščius atvaizdus, įsi- 
vaizduoti trimačio erdvinio kūno formą ir dydžius. 

Braižomosios geometrijos teorinis pagrindas yra pro- 
jektyvinė geometrija, su kuria trumpai ir susipažinsime. 

Braižomojoje geometrijoje figūrą projektuojame (nau- 
dodami centrinį arba lygiagretųjį projektavimą) plokštu- 
moje, t. y. nagrinėjamą figūrą pakeičiame kita figūra — 
duotosios atvaizdu. Toks vienos figūros pakeitimas kita 
vadinamas figūrų transformacija. 

53 brėžinyje pateiktas kubo atvaizdas (maždaug tokį 
atvaizdą gautume, kubą nuiotografavę). Jis. daug kuo ski- 


2 
4 ANa l 


53 brėž. 


* Tokia kreive riedėtų vežimėlis, pradiniu momentu esantis ant 
grindinio tam tikru atstumu nuo šaligatvio krašto, traukiamas už vir- 
vutės žmogaus, einančio šaligatvio kraštu. 
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riasi nuo paties kubo. Kubo sienos yra kvadratai, brėžiny- 
je gi taip nėra: pavyzdžiui, keturkampyje ABCD AB+DC, 
AB+BC, Z ABC+90°. Kubo bet kurios sienos įstrižainės 
viena kitą dalija pusiau, brėžinyje AC ir BD nedalija vie- 
na kitos pusiau. Kitaip sakant, transtormuojant figūras, 
kai kurios jų savybės pakinta. 

Aišku, daugelis figūrų savybių transformavus išlieka — 
priešingu atveju atvaizdas nieko neduotų, jis būtų nerei- 
kalingas. Pavyzdžiui, taško atvaizdas yra taškas, tiesės — 
tiesė; jeigu taškas yra tiesėje, tai jo atvaizdas — tos tiesės 
atvaizde ir pan. Figūros savybės, kurios transtormuojant 
nepakinta, vadinamos figūros invariantais transformacijos 
atžvilgiu. 

Elementarinėje geometrijoje dažniausiai nagrinėjamos 
tokios figūru savybės, kurios nepriklauso nuo jų padėties 
erdvėje, t. y. figūrų invariantai judėjimo atžvilgiu. Dar 
nagrinėjami figūrų invariantai panašumo transjormacijų* 
atžvilgiu. 

Projektyvinėje geometrijoje nagrinėjami figūrų įnva- 
riantai centrinio projektavimo atžvilgiu. 

Centrinis projektavimas. Sakykime, turime dvi plokš- 
tumas a, œ ir tašką S, nepriklausantį nė vienai tų plokš- 
tumų (54 brėž.). Sakykime, A — bet kuris plokštumos a 
taškas. Tašką A“, kuriame tiesė SA kerta plokštumą a“, 
vadinsime plokštumos a taško A projekcija plokštumoje 
a“ iš centro S **, 


54 brėž. 


i „* Panašumo transformacija kiekvieną figūrą pakeičia jai panašia 
igūra. 
** Taško A centrine projekcija plokštumoje a’. 
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Aišku, galime sakyti ir atvirkščiai: taškas A yra plokš- 
tumos a“ taško A“ projekcija plokštumoje a iš taško S. 

Pastebėsime, kad plokštumoje a yra tokių taškų, kurie 
neturi atvaizdų plokštumoje a“. Tokie, remiantis centrinės 
projekcijos apibrėžimu, yra plokštumos a taškai, esantys 


plokštumoje a“, einančioje per projektavimo centrą S ly- 
giagrečiai su plokštuma a“ (54 brėž.), t. y. visi plokštu- 
mų a ir a sūsikirtimo tiesės m taškai. 

Visai panašiai plokštumos a“ taškai, neturintys atvaiz- 
dų plokštumoje a, yra tiesėje n’, kurią plokštumoje a“ 


iškerta plokštuma a, einanti per projektavimo centrą S 
lygiagrečiai su plokštuma a. 

Paminėsime kai kurias centrinio projektavimo savybes. 

l. Jei plokštumos a taškai A, B, C,... yra tiesėje a, 
tai jų atvaizdai A“, B“, C',... yra tiesėje a“ (54 brėž.). 
Todėl apskritai galima sakyti, kad, atliekant centrinį vie- 
nos plokštumos projektavimą į kitą plokštumą, tiesė 
suprojektuojama į tiesę. Tačiau ir čia susiduriame su pa- 
našiu keblumu: plokštumos a tiesė m (54 brėž.) neturi at- 
vaizdo plokštumoje a“, o plokštumos a“ tiesė n’ neturi at- 
vaizdo plokštumoje a. | 

2. Jeigu plokštumos a tiesė a eina per tašką A, tai tą 
patį galime pasakyti ir apie jų atvaizdus: tiesė a“ eina per 
tašką A“. 

3. Sakykime, plokštumoje a per tašką P eina tiesės a, 
b, c,..., o taškas P neturi atvaizdo plokštumoje g’, t. y. 
tiesė SP lygiagreti plokštumai a“ (55 brėž.). Nesunku pa- 


55 brėž. 


stebėti, kad tiesių a, b, c,... projekcijos a“, b’, c',... 

plokštumoje a“ iš taško S yra tarpusavyje lygiagrečios. 
Tuo būdu, projektuojant iš vieno centro vienos plokš- 

tumos susikertančias tieses, jų atvaizdai kitoje plokštu- 
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moje nebūtinai bus susikertančios tiesės, kitaip sazxant, 
išnyksta skirtumas tarp susikertančių ir lygiagrečių tiesių. 

Netiesioginiai (be galo nutolę) elementai. Projektyvi- 
nėje geometrijoje nagrinėjamos tokios ligūrų savybės, ku- 
rios išlieka, atlikus vieną ar kelis centrinius projektavimus. 
Tačiau iškyla sunkumas: centrinio projektavimo atžvilgiu 
dar ne visi plokštumos taškai ir ne visos tiesės yra lygia- 
verčiai — plokštumoje yra taškų ir tiesių, neturinčių at- 
vaizdų kitoje plokštumoje. Be to, tai nėra pačių tų taškų 
ar tiesių savybė. Iš tiesų, užtenka projektavimo cent- 
ru pasirinkti tašką S“, nepriklausantį plokštumai a“ 
(56 brėž.), ir plokštumos a tiesė m, neturėjusi atvaizdo 
plokštumoje a“, dabar turės joje atvaizdą. Kita vertus, ne- 
bėra prasmės plokštumos tieses skirstyti į susikertančias 
(turinčias bendrą tašką) ir lygiagrečias (neturinčias bend- 
ro taško), nes susikertančias tieses galima suprojektuoti 
į lygiagrečias ir atvirkščiai. 

Kitaip sakant, tokių euklidinės tiesės, euklidinės plokš- 
tumos ir euklidinės erdvės, kokias iki šiol įsivaizdavome, 
tolesniam nagrinėjimui jau nebepakanka. 

Imkime atskirai projektavimo centrą S, tiesę a ir jos 
atvaizdą a’ (57 brėž.). Sakykime, P yra tas tiesės a taškas, 
kuris neturi atvaizdo tiesėje a“ (t. y. SP || a’), o Q’ yra 


56 brėž. 57 brėž. 


2 Ta a" taškas, kuris neturi atvaizdo tiesėje a (t. y. 
“|| a). 

Kad taškas P turėtų atvaizdą tiesėje a“, užtenka tiesę 
a“ papildyti vienu tašku P’, kurį laikysime taško P atvaiz- 
du tiesėje a“ ir vadinsime tiesės a’ netiesioginiu (be galo 
nutolusiu) žašku*. Tiesę a papildysime tašku Q, kurį lai- 


* Kitus taškus, kad galėtume juos atskirti nuo jvestųjų netiesio- 
ginių taškų, vadinsime tiesioginiais. 
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kysime taško O“ atvaizdu tiesėje a ir vadinsime tiesės a 
netiesioginiu tašku. Ir atvirkščiai: tiesės a netiesioginio 
taško Q atvaizdas tiesėje a” yra taškas O“, o tiesės a/ ne- 
tiesioginio taško P' atvaizdas tiesėje a — taškas P. 

Papildžius tieses a ir a’ netiesioginiais taškais, kiek- 
vienas tiesės a taškas, atliekant centrinį projektavimą, tu- 
ri atvaizdą tiesėje a“, ir atvirkščiai. 

Kadangi per tašką ir jo atvaizdą išvesta tiesė eina per 
projektavimo centrą S, tai galima sakyti, kad taškas P“ 
yra tiesėje SP, lygiagrečioje tiesei a“, o taškas Q — tiesė- 
je SQ’, lygiagrečioje tiesei a. 

Tuo būdu, dvi lygiagrečios tiesės dabar turi bendrą 
netiesioginį tašką. Laikysime, kad visos vienos krypties 
tarpusavyje lygiagrečios tiesės turi tą patį bendrą netie- 
sioginį tašką. Kadangi taško atvaizdas yra vienas taškas, 
tai tiesių 2, b, c,... susikirtimo taško P (55 brėž.) atvaiz- 
das iš tiesų turi būti vienas bendras tarpusavyje lygiagre- 
čių tiesių a“, b’, c',... taškas. 

Tai, kad dvi lygiagrečios tiesės turi bendrą tašką, ne- 
turėtų labai nustebinti ar sukelti nepasitikėjimo. Dvi ly- 
giagrečios tiesės tikrai turi šį tą bendro — bendrą kryptį, 
kurią, kad būtų patogiau, galime pavadinti ir bendru ne- 
tiesioginiu tašku. 

Kiekvieną plokštumos tiesę papildę netiesioginiu taš- 
ku, sakysime, kad visi tie netiesioginiai taškai sudaro ne- 
tiesioginę tiese, o erdvėje visi netiesioginiai taškai suda- 
ro netiesioginę plokštumą. 

Kadangi vienos plokštumos netiesioginiai taškai ir ne- 
tiesioginė tiesė iš vieno centro gali būti suprojektuoti į ki- 
tos plokštumos tiesioginius taškus ir tiesioginę tiesę, tai, 
nagrinėjant projektavimus iš vieno centro, kiekvienas ne- 
tiesioginis taškas niekuo nesiskiria nuo tiesioginio taško, 
o netiesioginė tiesė — nuo tiesioginės tiesės. Jeigu taip, 
tai neverta vienodus elementus skirtingai vadinti, t. y. 
skirstyti taškus, tieses ir pan. į tiesioginius ir netiesiogi- 
nius, Todėl kiekvieną euklidinę tiesę, papildytą netiesiogi- 
niu tašku, o taip pat kiekvieną netiesioginę tiesę vadinsi- 
me projektyvine tiese (trumpiau — tiese); kiekvieną eukli- 
dinę plokštumą, papildytą netiesiogine tiese, o taip pat 
netiesioginę plokštumą vadinsime projektyvine plokštuma 
(trumpiau — plokštuma); pagaliau euklidinę erdvę, papil- 
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dytą netiesiogine plokštuma, vadinsime projektyvine erdve 
(arba tiesiog erdve). 

Dualumo principai. Projektyvinės geometrijos aksiomų 
sistemoje, skirtingai nuo Euklido geometrijos, yra tik trys 
aksiomų grupės: priklausomumo aksiomos, sutvarkymo 
aksiomos ir tolydumo aksioma, bet ir jos skiriasi nuo ati- 
tinkamų Euklido geometrijos grupių aksiomų. Tiesa, yra 
ir abiem geometrijoms bendrų aksiomų. 

Lengva patikrinti, kad Euklido erdvės priklausomumo 
aksiomos yra {teisingos ir projektyvinėje erdvėje. Patikrin- 
sime, pavyzdžiui, I.I aksiomą. 

Jeigu turime du tiesioginius taškus, tai pagal I.1 ak- 
siomą per juos galime išvesti tiesę ir tiktai vieną. Jeigu 
turime tiesioginį ir netiesioginį taškus (pastarąjį nustato 
kuri nors tiesioginė tiesė ir bet kuri jai lygiagreti tiesė), 
tai per juos išvesti tiesę yra tas pats, kas per duotąjį taš- 
ką išvesti tiesę, lygiagrečią kitai duotai tiesei; tokią tiesę 
visuomet galime išvesti ir tik vienintelę. Pagaliau du ne- 
tiesioginiai taškai nustato vienintelę netiesioginę tiesę. 

Taigi I.I aksioma teisinga. Dabar ją suftormuluosime 
šitaip. 

I.1. Bet kurie du taškai nustato tiesę ir tiktai vieną. 

Papildę Euklido erdvę netiesioginiais taškais, tarėme, 
kad bet kurios dvi vienos plokštumos tiesės susikerta. To- 
dėl reikia atitinkamą aksiomą įrašyti į aksiomų sąrašą. 

Projektyvinės geometrijos sutvarkymo aksiomos irgi 
turi skirtis nuo atitinkamų Euklido geometrijos aksiomų. 
Tas faktas, kad taškas B yra tarp taškų A ir C, kaip mes 


58 brėž. 


jį paprastai suprantame, nėra invariantiškas centrinio pro- 
įektavimo atžvilgiu: projektuodami iš vieno centro, gali- 
me pasiekti, kad taško B atvaizdas B“ jau nebūtų tarp 
taškų A ir C atvaizdų A" ir C” (58 brėž.). 
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Projektyvinei geometrijai būdingiausia tai, kad visuo- 
met gausime teisingus teiginius, jos aksiomose sukeitę žo- 
džius „taškas“, „tiesė“, „plokštuma“ pagal šią schemą: 


taškas —>plokštuma, 
tiesė tiesė, i (1) 
plokštuma —taškas. 


Taip gautieji teiginiai, kaip sakoma, yra dualūs projek- 
tyvinės geometrijos aksiomoms, Pavyzdžiui, I.1 aksiomai 
dualus šitoks teiginys: | 

I. 1”. Bet kurios dvi plokštumos nustato tiesę ir tik- 
tai vieną. 

Šis teiginys reiškia, kad bet kurios dvi plokštumos 
susikerta; suprantama, Euklido erdvėje jis neteisingas, jis 
būdingas tik projektyvinei geometrijai. 

Bet kuriame projektyvinės geometrijos dėsnyje pakeitę 
žodžius „taškas“, „tiesė“, „plokštuma“ pagal (1) schemą, 
gauname teiginį, dualų tam dėsniui. Jo teisingumą galime 
įrodyti tokia pat loginių samprotavimų grandimi, kokia 
įrodinėjame patį dėsnį, tik reikia remtis ne aksiomomis, 
o joms dualiais dėsniais. 

Tuo būdu, matome, kad projektyvinėje geometrijoje iš 
bet kurio dėsnio, sukeitus žodžius „taškas“, „tiesė“, „plokš- 
tuma“ pagal (1) schemą, gaunamas kitas dėsnis, dualus 
paimtajam, kurio teisingumo net nereikia įrodinėti. Sis 
metodas iš vieno dėsnio gauti kitą vadinamas dualumo 
principu. 

Be šio dualumo principo, dar vadinamo didžiuoju dua- 
lumo principu, projektyvinėje geometrijoje turime kitą — 
mažąjį dualumo principą, arba dualumo principą plokš- 
tumoje: plokštumos projektyvinėje geometrijoje iš vieno 
dėsnio be atskiro įrodymo gauname kitą dėsnį, sukeitę 
vietomis žodžius „taškas“ ir „tiesė“. Pavyzdžiui, I.1 ak- 
siomai dualus šitoks teiginys: 

© E 1“. Bet kurios dvi tiesės nustato tašką ir tiktai vieną. 

Dezargo teoremos. Euklido geometrijoje trikampiu 
ABC laikoma figūra, sudaryta iš trijų taškų A, B, C (tri- 
kampio viršūnių) ir trijų juos jungiančių atkarpų: AB, 
BC, CA (trikampio kraštinių). | | 

Projektyvinėje geometrijoje trikampį apibrėšime trupu- 
ti kitaip, nes tokia atkarpa, kokią įsivaizdavome Euklido 
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geometrijoje (59 brėž., a), nėra projektyvinė sąvoka: at- 
likus centrinį projektavimą, ji tokia neišlieka, taigi cent- 
rinio projektavimo atžvilgiu ji miekuo nesiskiria nuo to, 
kas atvaizduota 59 brėž., b (žr. 58 brėž.). 

Projektyvinėje geometrijoje trikampiu ABC laikysime 
figūrą, sudarytą iš trijų taškų A, B, C (trikampio viršū- 


m n 
p 


a b 59 brėž. 


nių), nesančių vienoje tiesėje, ir trijų tiesių AB, BC, CA 
(trikampio kraštinių), iš kurių kiekviena eina per dvi tri- 
kampio viršūnes. | 

Pagal mažąjį dualumo principą trikampį ABC atitinka 
figūra, sudaryta iš trijų tiesių a, b, c, neinančių per vieną 
tašką“, ir trijų taškų ab, bc, ca,** vadinasi, taip pat tri- 
kampis (60 brėž.). 


60 brėž. 


Sakykime, duoti du trikampiai ABC ir A'B'C", be to, 
tarp jų viršūnių nustatyta tokia atitinkamybė, kad viršūnę 
A atitinka viršūnė A“, viršūnę B — viršūnė B“, viršūnę 
C — C’, ir atvirkščiai. Atitinkamybė tarp trikampių viršū- 


* Pagal mažąjį dualumo principą plokštumą atitinka plokštuma. 
Kadangi taškai A, B, C yra vienoje plokštumoje, tai tiesės a, b, c 
irgi imamos vienoje plokšiumoje. 

** ab žymi tiesių a ir b susikirtimo tašką. Toks taškas projektyvi- 
nėje plokštumoje visuomet egzistuoja. Jis gali būti ir netiesioginis. 


TA 


nių nustato atitinkamybę tarp tų trikampių kraštinių, ir 
atvirkščiai. Atitinkamos duotųyjų trikampių kraštinės yra: 
AB ir A'B’, BC ir B'C', CA ir CA. 

Nustatę atitinkamybę tarp dviejų trikampių viršūnių 
ir kraštinių, įrodysime dvi viena kitai atvirkštinės teore- 
mas, vadinamas Dezargo teoremomis. Jos vaidina projek- 
tyvinėje geometrijoje svarbų vaidmenį, kurio čia, deja, 
negalime aptarti. 

l. Jei per dviejų trikampių ABC ir A'B'C" atitinkamas 
viršūnes išvestos trys tiesės AA’, BB’ ir CC“, eina per vie- 
ną tašką S (tokiu atveju sakoma, kad trikampiai turi per- 
spektyvumo centrą S), tai atitinkamos kraštinės kertasi, ir 
visi trys susikirtimo taškai yra vienoje tiesėje s (sakoma, 
kad trikampiai turi perspektyvumo ašį s). 

2. Jei dviejų trikampių ABC ir A'B'C" atitinkamos kraš- 
tinės kertasi ir visi trys susikirtimo taškai yra vienoje tie- 
sėje, tai per tų trikampių atitinkamas viršūnes išvestos 
tiesės eina per vieną tašką. 

Abi teoremas galime sujungti į vieną, tvirtindami, kad: 
jeigu du trikampiai turi perspektyvumo centrą, tai jie turi 
perspektyvumo ašį, ir atvirkščiai. 


61 brėž. 


Įrodydami skirsime du atvejus: vienu atveju trikampiai 
yra skirtingose plokštumose, kitu — vienoje plokštumoje. 

I atvejis. I. Sakykime, trikampiai ABC ir A'B'C" 
yra skirtingose plokštumose a ir g“ (61 brėž.). 


75 


Kadangi tiesės AA“ ir BB’ eina per vieną tašką S, tai 
taškai A, Æ’, B, B’ yra vienoje plokštumoje. Sioje plokštu- 
moje yra kraštinės AB ir A'B’, todėl jos susikerta (pro- 
jektyvinėje plokštumoje bet kurios dvi tiesės susikerta). 
Susikirtimo tašką pažymėkime Co. Dėl analogiškų priežas- 
čių kraštinės BC ir B'C' susikerta taške Ao, o kraštinės 
CA ir C'A’ — taške Bo. 

Kraštinių AB ir A'B’ susikirtimo taškas Co yra tiesė- 
je AB, taigi ir plokštumoje a; bet jis yra ir tiesėje A'B’, 
vadinasi, plokštumoje a’. Tuo būdu, taškas Co yra plokš- 
temų a ir a“ susikirtimo tiesėje s. Analogiškai įrodysime, 
kad toje pačioje tiesėje yra taškai Ao ir Bo. 

2. Kadangi kraštinės AB ir A'B' susikerta, tai taškai 
A, B, A', B' yra vienoje plokštumoje. Panašiai tiesės BC 
ir B'C“ yra vienoje plokštumoje, tiesės CA ir C'A’ — taip 
pat vienoje plokštumoje. Kiekvienos dvi iš plokštumų 
ABA'B', BCB'C' ir CAC'A" yra skirtingos, nes priešingu 
atveju abu trikampiai būtų vienoje plokštumoje. Tuo būdu, 
trys tiesės AA“, BB’ ir CC“ yra atitinkamai trijų skirtingų 
plokštumų, paimtų po dvi, susikirtimo tiesės, todėl jos ei- 
na per tų plokštumų susikirtimo tašką. 

II atvejis. 1. Sakykime, trikampiai ABC ir A'B'C" 
yra vienoje plokštumoje a ir per atitinkamas jų viršūnes 
išvestos tiesės AA“, BB’ ir CC’ eina per vieną tašką S 
(62 brėž.). Per tašką S vedame bet kurią tiesę, negulinčią 
plokštumoje a, ir joje imame du skirtingus taškus T ir T". 
Taškai A, Æ’, T, T’ yra vienoje plokštumoje, todėl tiesės AT 
ir A'T” kertasi; jų susikirtimo tašką pažymėkime A“. Pa- 
našiai gauname, kad tiesės BT ir B'T' kertasi taške B”, 
o tiesės CT ir C'T’ — taške C”. | 

Trikampiai ABC ir A” B” C” nėra vienoje plokštumoje ir 
tenkina 1 teoremos sąlygas, jų atitinkamos kraštinės ker- 
tasi ir visi trys atitinkamų kraštinių susikirtimo taškai yra 
plokštumų a ir A“B“C"“' susikirtimo tiesėje s. Panašiai 
gauname, kad visi trys trikampių A'B'C" ir A” B” C” atitin- 
kamų kraštinių susikirtimo taškai taip pat yra tiesėje s. 

Kadangi tiesė A“B“ kerta plokštumą a tik viename 
taške, kuris yra tiesėje s, tai per tą tašką taip pat eina 
tiesės AB ir A'B’, kitaip sakant, tiesių AB ir A'B’ susi- 
kirtimo taškas yra tiesėje s. Panašiai gautume, kad tiesė- 
je s yra trikampių ABC ir A'B'C" kitų atitinkamų kraštinių 
susikirtimo taškai, 
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2. Siuo atveju teorema gaunama iš | teoremos pagal 
mažąjį dualumo principą, todėl jos nereikia atskirai ir įro- 
dinėti. 


62 brėž. 


Ir dar ne viskas! Dezargo teorema apima daug įvairių 
atvejų. Pavyzdžiui, taškas S gali būti ir tiesioginis, ir ne- 
tiesioginis (t. y. tiesės AA“, BB’, CC” gali būti ir lygia- 
grečios). Kiekvienu šių atvejų tiesė s gali būti tiek tiesio- 
ginė, tiek ir netiesioginė (t. y. trikampiai ABC ir A'B'C' 
gali gulėti ir lygiagrečiose plokštumose). Kai tiesė s tie- 
sioginė, ją gali kirsti visos trys trikampio kraštinės, bet 
viena gali ir nekirsti. 

Kiek atskirų įrodymų reikėtų pateikti, jeigu skirtume 
tiesioginius ir netiesioginius elementus! 

Jau iš šito aiškėja, kiek daug duoda bendras požiūris 
į tiesioginius ir netiesioginius elementus, kokius bendrus 
dėsnius nagrinėja projektyvinė geometrija. 

Paminėsime dar šiai ką. 

Atskiru atveju, kai projektavimo centras yra be galo 
nutolęs taškas, vietoj centrinio projektavimo gauname ły- 
giagretųjį projektavimą (63 brėž.), kuris labai dažnai nau- 
dojamas praktikoje. Figūrų invariantus lygiagrečiojo pro- 
įektavimo atžvilgiu nagrinėja afininė geometrija. Atlie- 
kant lygiagretųjį projektavimą, išlieka tiesių lygiagretu- 
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mas, lygiagrečių (o tuo pačiu ir esančių vienoje tiesėje) 
atkarpų santykis ir pan. | 

Kaip atskirą afininės geometrijos atvejį gautume ir ele- 
mentarinę geometriją, dažnai vadinamą metrine geomet- 
rija. 


63 brėž. 


Dar nuostabiau tai, kad kaip atskirą projektyvinės geo- 
metrijos atvejį galima gauti netgi Lobačevskio geometri- 
jos tam tikrą variantą. 


„ Pagaliau aišku, kad visko vienoje knygelėje neaprėp- 
sime. 
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